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”站 数学 物理 学 的 现代 理光 系统 中 , 实 变数 硬 数 共 与 一 般 的 运 
算 子 洽 部 有 重大 的 意义 。- 本 着 基 本 上 就 是 计 脸 这 些 间 题 的 。 从 实 


变数 函数 葵 中 ,我 只 选择 了 对 于 上 逃 各 种 学 料 有 用 的 材料 。 运算 


子 论 的 研究 是 建立 于 希 勒 柏 特 空间 的 抽象 理 吉 均 其 础 上 。 本 省 中 ， 
实 变数 西数 葵 的 基本 内 容 方 是 勒 只 格 -斯 旭 勒 杰 斯 积分 芥 及 完 碍 
加 法 的 集合 面 数 芒 .在 第 一 章 中 诗 葵 古典 的 斯 担 勒 杰 斯 积分 芥 , 而 
以 小 体 字 诗 唉 更 一 般 的 斯 提 勤 杰 斯 积分 的 概念 ,后 者 乃 是 建立 于 
相应 上 上 下 达尔 布 积分 相等 的 条 件 上 。 在 第 二 党 中 侍 诊 实 变 数 症 数 
的 记 量 理论 及 勒 中 格 -斯 混 勒 杰 斯 积分 渝 的 基础 。 我 从 欧 几 里 得 4 
空山 中 的 一 般 测度 论 内 发 ， 然后 定义 可 测 厂 数 及 勒 贞 格 -斯 提 勒 杰 
斯 积分 的 概念 。 -在 第 三 章 中 麟 答 完 休 加 法 的 集合 历数 瀹 , 开明 相 

关于 一 定 的 分 布 画 数 的 契 对 速 态 性 概念 ,并 诗 论 黑 林 格 尔 积分 洽 ; 
-在 周一 章 中 ,以 契 对 速 策 的 完全 加 法 集合 廿 数 的 积分 者 示 法 为 基 - 


_ 珊 ， 介 如 一 变数 以 及 多 变数 的 本 数 的 导数 的 概念 。 所 介绍 的 翁 寻 


数 的 推广 宛 念 方 是 与 C.J 索 伯 列 夫 最 近 关 于 中 值 面 数理 营 相 联 


系 的 。 在 第 三 章 末 尾 , 很 笨 短 地 计 哗 一 于 关于 在 抽象 鹤 关 中 建立 rg 
测度 论 及 积分 涂 的 可 能 福 , 并 只 过 积分 的 一 般 定义 的 基础 一 -这 - 


定义 是 依照 A. 机 , 廊 勒 莫 郭 洛 夫 的 。 在 第 四 这 中 讨 答 希 勒 柏 特 空 
和 的 抽象 理论 ， 首先 就 有 界 自 共 元 运算 子 的 情形 研究 。 kg 1 
到 与 希 勤 柏 特 空间 不 辐 的 空间 理 蕉 的 初步 。 
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人 不 ”种 
” 勒 杰 斯 积 务 "及 还 卫 沸 渴 兴 的 " 实 诡 数 面 数 玛 大 础 "两 省 。 关 于 
第 二 及 第 三 章 ,全 使 用 了 中 克 斯 的 “积分 巾 " 及 五 雷 ， 布 三 的 勒 贞 
和 格 积分 ,集合 画 数 , 拜 尔 类 "等 书 。 | 
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-级 合 及 其 权 (1) “2 斯 搞 输 杰 媚 积 奶 长 其 基本 性 师 (4) 和 -达尔 机 


和 (8) “4 连 斥 本 狐 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 Cl8) 5， 广义 斯 提 和 和 坊 娇 积 和 


(16) 4 让 麻 柄 数 (19》 了 .， 物 到 的 解释 (22) 38. 面 灾 两 数 (24) 9.- 面 


变 的 积 姑 立 数 (31) 10. 斯 视 轴 杰 岂 积 务 的 存在 (88) 并. 斯 操 勒 炎 产 积 


” 郧 续 下 取 柱 限 (86) 13. 黑 利 定理 (38) 18. 选取 原理 (所 ) .又 ; 选取 时 


理 ( 粮 ) (4 15. 带 久 天 效 的 闪 阿 (45) 16.C 中 的 六 性 运算 于 (49). 万. 


， 区 风机 数 (62) 芭 ， 基 本 斯 提 勒 赤 其 积 苍 054) 加， 基本 著 所 勒 杰 斯 积分 


的 性 质 (57) ”20， 基 本 斯 视 勒 术 斯 积 芝 的 存在 (60) 2 一般 财 视 勒 杰 听 


凌 臣 (6D。 9. 平面 上 的 区 网 贾 数 (84》 .28. 化 到 点 陪 数 (67) 24: 在 厅 “ 


上 的 斯 提 勒 术 斯 积 (70) - 25 平面 上 的 基本 与 一 般 积分 (75)》 26. 在 再 


当 工 . - : > VU | 
- 31， 入 合 的 运算 (90) -32 点 篇 合 (98) ” 33. 天 彝 合 与 并 化 侣 的 性 实 . 


1: 2, ， - 人 A 
… 各 - 可 注 酚 数 的 定义 (128)” 狂 ， 可 酷 栈 数 的 性 贤 (137) ”和 姑 ， 可 测 籽 数 的 


加 条 8， 


上 的 图 变 本 效 人 5) 。 2 得 立 吁 < 斯 提 勒 杰 斯 积 邯 (78) “28. 运 演 公式 


人 8 29. 拆 全 定理 (88) 80， 柯 珂 -斯 提 勒 均 斯 积 耸 (85 
“” 幕 二 守 ” 绪 合 国 数 与 者 具 格 积分 - 


世 合 醒 数 与 测 座 验 (90) 


《95) 中 ， 和 得 柄 形 (988) 。 35， 外 测 麻 及 其 性 贤 ( 节 9) 。 36， 可 谢 聊 从 
(104) 37. 可 测 哥 合 ( 丸 ) (113) 38， 可 注 性 的 璧 定 法 (115) 89: 篇 合 
体 (117) 40-- 与 皇 标 畏 的 选择 无 关 (110) 时， 体 请 (120) 42. 一 个 谈 


数 的 情 丙 (122) 
语 澳 明 数 (123) 


醒 限 (139) 46. 性 时 Cd88)， 的 ， 片 向 定 什 酌 数 (199) 48.. 类 BC180) 
勒 员 格 积 东 (ID 多 
名 -有 界 病 数 的 积分 CT87)， 0， 积分 的 人 性质 (t1) .于 ， 无 蛋 大 区 数 的 


积分 (446) 、52， 积 丸 的 性 师 (150) ”58， 插 流 符号 的 醋 数 (158). 54， 复 “ 


数 和 的 可 和 本 数 (158) 55， 积 大 号 下 取 桔 限 (450) .56， 吏 数 类 £2 (84 
失修 中 筑 收 戎 (106) 58， 注 亏 柏 竺 醋 数 空 闻 (170) 590， 示 实 丽 数 起 


人 罗 60， 宇 网 (178) 61， 中 的 弹性 绕 (181) 63、 堵 阴 起 的 例 
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(185) 区， 款 半 钴 尔 与 赔 可 夫 斯 基 不 等 式 (86) 64， 元 和 济 度 集合 上 的 
积分 (18 四 66. 无穷 测度 棵 合 王 的 类 20d96) 66. 轩 变 的 积 攻 列 数 (197}》 


87， 特殊 精 形 (200) 68. 重 积 从 的 鹊 简 (202) 69. 特征 踢 数 的 畏 形 (205) ， 


70. 楼 必 有 尼 定 理 {208) 71. 积分 区 春 的 改变 (318) - 
欠 录 人 215) 


,第 三 宣 “集合 五 数 。 各 对 淹 炉 性 。 积分 概念 的 推广 


32， 棵 合 的 加 法 下 数 (217) 73, 特异 靖 数 (221) 74. 一 个 变数 的 情形 (224) : 


75， 站 对 建 梳 的 集合 醒 数 (229) 76. 俩 (236) 安 、 多 变数 的 冰 对 连结 本 


数 (289) 78， 饥 导 秃 数 概念 的 推广 (34 79. 中 全 闻 数 (245) 80，- 中 值 疯 、 


、 数 ( 挤 ) (250) 81. 辅助 命 大 (254) 82， 辅 助 命 是 ( 续 ) (360) 88、 基 本 定 
理 (265) 8B4， 申 林 格 尔 积分 (369) ”85. 一 个 变数 的 情形 (273) ”86. 黑 
、 林 粘 永 积 妇 的 性 搞 (277) 87， 第 合 湖 数 的 扩 属 (28 了 38， 抽 条 空 阐 (282) 
89- 积分 的 定义 (2383) 90.. 各 分 概念 的 找 产 (2857 91. 微分 疗 值 性 (288) 
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第 一 章 “斯 操 勒 杰 斯 积分 


1. 集合 及 其 权 “应 用 数学 分 计 学 于 近代 站 然 科 学 时 、 各 利 积 
秀 概 念 都 起 着 很 大 的 作用 ,在 第 一 、 二 两 章 中 ， 我 们 将 研究 赃 以 前 
所 座 更 一 般 撒 式 的 积分 座 。 在 讨论 第 一 种 积分 方程 入 计 , 已 磷 使 . 
用 过 勒 中 烙 积分 。 在 本 节 中 先 介 部 一 些 集合 荐 的 初步 知识 。 这 些 
知识 是 以 前 [IV;78] 在 勒 具 裕 积分 概念 之 前 所 渤 的 补充 。 

发 有 两 全 由 某 神 物体 (元 ) 形 成 的 集合 生 政 如。 所 铀 两 集 
合 有 相同 的 权 , 是 指 在 di 的 弹 元 与 4; 的 旗 元 之 间 有 一 一 对 应 的 
关系 ,就 是 说 ,有 一 对 应 关系 , 对 于 每 一 届 于 41 的 元 , 必 有 一 :属于 
4 的 确定 元 与 它 太 应 ， 而 议 之 , 对 于 4 的 每 一 元 , 必 有 一 个 展 于 
41 的 元 , 而 且 只 有 一 个 这 样 的 元 与 攻 相 应 。 无 委 梨 合 ( 即 包 合 无 
送 多 个 元 的 集合 ) 遇 做 可 计 的 或 可 数 的 ,其 措 它 与 锥 部 正 束 数 记 成 
的 集合 有 相同 的 权 , 也 就 是 硫 , 这 集合 的 族 元 可 以 用 正 整数 标志 出 
来 : ca aa, da, … 。 两 个 可 数 集 合 必用 相 疗 的 权 。 现 在 义 述 一 .下 
可 数 集合 的 某 些 性 贤 。 湛 察 可 数 集合 的 一 个 子 集合 , 衣 后 者 由 ap， 
&p，… 等 构成 ， 半 中 办 ， pa，… 是 一 个 正 整 数 的 增 序 列 。 这 新 和 集 
合 的 元 也 可 以 用 正 整数 标志 出 来 。 每 个 元 的 标号 就 是 2 的 足 标 。 
如此, 可 数 集合 的 无 状 部 分 仍 是 可 数 和 集合 。 更 在 湖 察 两 个 可 数 集 
合 : 由 关 元 ci as cs … 粗 成 的 4(ai az as …)， 及 由 族 元 六 ， 
5，6s:… 组 咸 的 BC64, gs， 35,"); 作 二 者 之 和 , 印 把 悦 于 上 面 两 
个 集合 的 一 团 元 合成 一 个 集合 OC。 和 如 此 而 得 的 新 集合 0 通常 时 做 
集合 4 及 B 的 和 。 这 新 集合 仍 是 可 数 的 , 昔 实 上 ,只 须 把 0 中 的 开 
元 依 下 面 次 序 排列 ; aty 三 ;491 52s， 谣 可 以 硬 出 其 可 数 性 。 对 

> - (1) . . 


2 ， 华 一 着 ”斯 提 勒 杰 姑 积分 


于 有 益 多 个 可 数 无 内 代 全 之 各, 相似 的 推理 也 适用 ,就 是 滴 ， 有 穷 、 


涂 个 可 数 集合 之 和 仿 是 可 数 信和 全。 现在 考 闪 集合 之 数 明 也 是 无 穷 
”的 情形 。 贺 有 可 数 多 个 可 数 集合 。 这 此 集合 的 元 可 以 用 两 个 整数 
来 标志 : a 名 。 上 标号 表示 这 元 所 避 的 集合 标号 , 而 下 标号 表示 这 
元 在 包 合 它 的 傈 合 中 所 具有 的 标号 。 不 难 把 这 -一切 元 af? 用 正 束 
数 标志 出 来 。 取 上 下 标号 都 是 1 的 元 做 第 一 个 元 : af?。 此 后 取 上 
` 下 标号 之 和 为 8 的话 元 ,并 把 它们 依 其 上 标号 次 加 的 里 序 排列 下 
来 : a2?, a 四, 于 是 得 到 诸 集 合 之 和 中 的 第 二 区 与 第 三 元 。 再 取 上 
下 标号 之 和 为 4 的话 元 ,并 殷 尼 们 依 其 上 标号 涪 加 的 颇 序 排列 下 
来 : ap， op，ai。 这 就 答 出 了 庄 集 全 的 和 中 的 第 四 元 、 饮 五 元 及 
第 六 元 。 秋粮 作 下 去 ,可 雇 泊 出 可 数 多 个 可 数 集合 的 和 仍 县 可 数 
集合 。 如果 和 中 基 此 项 不 是 可 数 莱 合 ， 而 是 有 和 益 集 合 , 则 上 面 命题 
仍然 有 效 。 

歌 有 某 无 劣 集合 4 。 由 其 中 了 到 蘑 一 元 , 并 附 以 标号 1 。 所 余 
剩 的 集合 仍 是 无 穷 的 。 由 它 再 取出 一 元 ,并 附 以 标号 2 。 多 粮 下 


去 ,可知 由 恬 一 无 穷 集 食 必 可 提出 一 个 可 数 集合 。 亲 过 各 此 提取 


后 所 余 的 集合 可 能 是 空 的 ,就 是 悦 , 它 可 能 不 含 任 一 元 ,也 可 能 是 
有 穷 的 , 也 可 能 是 无 穷 的 。 我 们 证 明 ， 如 果 所 余 集 合 是 无 鸭 的 , 卷 
末 它 与 原来 集合 有 相同 的 权 , 就 是 说 , 下面 的 命题 是 正 依 的 : 如 果 
上 岂 无 帝 集 食 4 中 操 取 内 可 数 集合 了 来 ,而 余下 的 是 一 无 穷 集合 B， 

严 末 集合 4 及 召 有 胡同 的 权 。 由 无 穷 集 合 了 重新 取出 某 一 可 数 集 
合 @, 并 发 C 是 所 余 策 合 。 如 此 原来 的 集合 4 牙 解 成 三 个 集合 
4=P+Q@+0, 而 其 中 的 集合 CO 可 能 是 实 的 , 也 可 能 是 无 稚 的 ,而 
卫 及 昌都 是 可 数 和 集合。 在 第 一 吏 提 . 取 之 前 , 4=P4+8。 不 难 在 
和 4 及 避 的 诺 元 则 建立 一 一 对 应 关系 。 事 实 上 , 4 一 PTQTO, B= 
二 十 CO。 可 数 和 货 合 之 和 了 十 Q@ 仍 是 可 数 集合 , 所 以 站 PTQ 及 @ 
的 畜 元 之 疫 可 以 建立 一 一 对 应 。 秆 合 C 中 的 每 一 元 与 它 自己 对 


1. 第 合 及 其 披 2 


应 。 如 此 可 以 在 人 及 轧 的 详 元 间 奸 让 对 应 。 由 所 丰 的 命题 家 
楼 可 得 ;如 采 对 于 无 穷 集合 坟 还 一 可 数 集合 , 旭 所 得 的 新 集合 与 乒 
来 的 集合 是 有 相同 权 的 。 在 上 还 关于 减 雯 或 二 添 可 数 集合 的 命题 
中 ,如 果 把 可 数 集合 换 成 有 齿 集 合 ,出 命题 依然 有 效 。 让 明 与 上 隔 
完 公 一 祥 。 

.以 前 便 证 时 过 ,出 于 某 -一 区 岗 [e, 妇 的 一 印 有 理 数 的 集合 是 可 
数 集 合 , 一 切 有 理 数 的 策 合 也 是 可 数 集合 。 共 让 明 与 起 明 “ 可 数 多 
仿 可 数 集 合 之 和 仍 是 可 数 ” 这 一 命题 完全 一 样 。 分 数 的 分 子 起 著 
上 标号 的 作用 , 分 母 起 着 玉 标 号 的 作用 ， 而 首先 只 要 考察 下 分 数 。 
现在 举 一 个 不 可 数 集 合 之 例 。 考 察 凡 罚 于 区 疝 了 0, 卫 的 实数 。 路 


用 以 外 , 其 中 每 个 数 可 以 未成 无 尽 十 进 小 数 , 其 整数 部 分 是 需 , 而 “ 


友之 ， 凡 如 此 的 十 进 小 数 一 定 与 上 述 区 网 中 的 一 个 实数 相应 。 我 
个 不 使 用 有 尽 小 数 ,因为 这 种 有 尽 小 数 与 那些 以 9 为 周期 的 无 尽 ， 
小 数 示 示 同样 数 , 例如 0.37=0.36999.…。 我 们 证 明 . 上 述 实 数 的 
集合 是 不 可 数 的 。 用 拓 识 法 证 明 。 发 上 述 一 加 十 进 小 数 , 包括 代 
竣 区 间 左 端的 小 数 0.00…， 是 可 数 的 并 附 好 标号 。 合 下 述 方式 作 
一 个 新 的 十 进 小 数 , 其 整数 部 分 是 零 。 取 基 一 与 第 一 个 十 进 小 数 
的 第 一 位 数 不 辐 的 数学 做 第 一 位 数 , 皮 某 一 与 第 一 个 十 进 小 数 的 
第 二 位 数 不 同 的 数字 做 第 二 位 数 , 等 等 。 作 新 的 十 进 小 数 时 我 们 
不 使 用 0 做 位 数 ,于 是 所 得 的 无 尽 十 进 小 数 与 原 有 的 一 切 十 进 小 
数 和 异 。 如 此 与 它 相应 的 实数 没有 包含 在 上 而 郑 可 数 和 集合 之 中 ， 
这 与 所 裔 区 习 [0, 二 中 一 切实 数 已 附 好 标号 这 一 事实 想 冲突 。 如 
此 放 明 了 : 民 于 区 半 [0. 也 的 一 切实 数 是 不 可 数 和 的。 我 们 六 这 集合 
只 布 连 禹 统 的 权 。 不 难 外 出 ,最 于 任意 一 个 有 劣 区 间 f&, 引 的 一 切 
实数 的 集合 与 局 F 区 蝇 [0, 如 的 一 切实 数 的 集合 共有 同样 的 权 。 
公式 Y ~ 就 建立 了 这 两 化 合 襄 元 出 的 一 一 对 应 关 膝 。 当 多 
通 历 区 阁 [4, 轨 时 ,变数 y 就 融 历 区 浊 [0, 要 。 和 如果 引用 到 式 
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y=tg (me—3 扫 ), 那 未 当 变 数 z 在 区 间 [0， 号 内 家 变化 时 ， 变数 9 
是 万 -加 实数 的 集合 ， 就 是 坑 由 一 切实 数 所 机 成 的 焦 合 出 有 具有 还 
种 统 的 权 。 如 时 不 把 区 网 的 逮 点 和 在 集合 之 中 , 务 未 其 权 并 不 改 
变 , 因为 对 于 无 和 集 合 增添 或 减 去 一 个 有 盎 储 合并 不 改变 其 权 。 
在 下 了 i 我 们 常用 记号 [a, 引 表 示 阴 集合 , 而 不 包含 端点 的 开 
集合 则 用 记号 (4, 3) 表示 。 如 果 左 端 不 算 入 , 面 在 端 算 进 去 ,我 们 
用 访 号 (4, 6] 表示 ,向 样 可 规定 记号 [a, 5) 的 音义。 这 里 的 数 a 及 
5 也 可 以 取 无 穷 值 : 4= 一 co ?一 二 co, 就 是 谣 所 葵 的 区 则 可 以 在 
左边 或 在 右边 是 无 穷 的 。 例 如 阴 区 间 [ 一 o20， 十 0] 包含 两 个 无 旁 
远 点 。 与 这 相应 , 丽 数 了 (@) 也 可 以 在 z= 一 oo 及 z= 十 co 处 定 
义 , 例 如 , 可 以 引用 记号 了 (一 00)。 在 4= 一 co 处 的 过 罚 性 与 条 件 
limf (2) 一 疙 一 co) 同 效 。 同 样 可 以 处 理 w > 十 co 的 情形 。 
此 外 , 也 可 以 应 用 通常 的 表示 法 jim fo (一 co 十 0) 
及 .lim ft) =f (+00—0)。 
还 应 注意 , 在 于 区 间 [一 co， 十 co] 中 有 败 而 且 速 悉 的 画 数 
了 (一 定 在 这 区 疗 中 一 致 速 役 。 
2. 斯 提 勒 来 斯 积分 及 其 共 本 性 质 ”回忆 -一 下 黎 曼 积 耸 的 定 
义 ;这 种 积分 在 前 儿 矢 中 是 常用 的 。 设 [4, 站 是 一 个 有 和 卿 区 间 , 而 
f(z) 是 定义 于 这 区 央 上 的 有 办 画 数 。 招 这 区 半 下 制 成 部 分 : 4 二 
0 < 一 六， 在 每 一 人 [ex-l, Zk] 上 取 某 一 
虚名 ,并 作出 积 的 和 : 


A . fd) 


如 果 无 限 地 招 区 闻 耸 移 , 并 申 总 地 取 点 饼 时 ， 
述 限 4, 那 末 这 栖 上 限 短 称 做 了 (四 在 区 间 [c, 8] 上 的 积分 。 识 

庄 差 办 一 am-i 中 的 最 大 者 。 无 限 地 邮 分 区 疯 [e, 引 夏 部 分 与 0 
同 义 ; 而 所 谓 在 ( 工 ) 中 之 和 有 确定 标 限 4 存在 , 与 下 而 所 襄 的 霹 
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义 : 对 于 什 意 预定 的 正 数 s, 存在 一 正 数 1, 使 当 Bn 
4 一 BE) Cn 

我 们 可 以 用 同样 坟 式 建立 更 一 般 的 积 从 观念 。 这 是 出 荷兰 数学 家 
斯 担 勤 杰 斯 在 1894 年 研究 速 分 数 时 葫 先 介 帮 的 ,其 后 得 到 很 宽广 
的 发 展 , 在 移 社 数学 问题 与 精密 自然 科学 问题 中 都 有 应 用 。 筷 在 
有 穷 区 电 {e, 下 上 痊 出 两 个 面 数 F(o) 与 9( 人 来 , 井 般 之 省 在 这 区 
则 之 上 每 一 点 处 都 取 有 穷 值 。 邻 不 几 和 (1 ) ,而 代 之 以 和 

o= DfEE Lg 80) gers)]o (2) 
如 果 无 限 地 条 从 区间 ， 芽 随 总 地 取 点 如 时 ,上 写 的 和 趋向 于 确定 
的 有 穷 极 限 , 于 末 我 们 说 丁 数 /oO 在 区 向 fc, 看 .上 依 9(2) 是 可 积 
分 的 ,并 写成 


[60 a0) =lim DFE Lg (0) ~g ms), 


在 茸 虹 积分 中 9g(@) 的 证 务 掉 z 担当 。 显然 现在 介 夺 的 新 积分 有 有 
很 多 类 但 黎 曼 积分 的 性 质 , 而 这 些 性 偶 的 让 明 业 与 对 于 黎 虹 积分 
的 旗 明 完全 烘 同 。 现在 枚 举 这 些 性 质 ， 井 般 下 列 各 式 中 的 一 : I 
分 都 存在 : 


| fate) = Ba | ra 


OeBan® -Bol fo an 1 (8) 


| fare) = [7 age) + fwd 
此 从 还 有 一 个 标 显 然 的 公式 : 
Fans gb) ga)o (4) 
在 (3) 的 前 两 式 中 ,由 有 前 的 各 姑 的 存在 厅 推 如 龙 面积 分 存在 。 
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现 宇 群 得 地 推出 分 部 积分 式 。 蔗 画 数 g(z) 依 .A(o) 的 积分 存 
在 ,我 们 让 明 /六 2) 合 9) 的 积 苍 存在 。 取 和 (2 )， 把 含 相同 点 的 
画 数 gy(w) 值 的 项 归并 ,得 
0 ye) Lf) 一 / (D1+9 W/E) ee 
加 上 差 值 

[eye -fg fg), 
并 减 去 它 , 可 沽 成 
[yoyo -re Em -71+ 


Ho FED FOIHID TD ED, (8) 


首 花 桥 星 中 者 恰 是 giz) 恢 了 (0) 的 积分 之 黎 昌 -斯 提 惑 杰 斯 和 (2)。 
依 所 知 条 件 , g(o) 依 (2) 的 积分 存在 , 这 就 是 说 当 无 限 和 分 区 间 
时 , 花 禧 骤 中 之 和 趋向 于 族 积分 值 。 和 如 此 , 依 (5), 和 o 有 一 - 柱 限 
值 ,也 就 是 说 , 有 (®) 依 9(%) 的 积分 存在 ,并 且 可 以 写成 


ra w= [ay 四] -| rar (6) 


~ frag + gwar nD =| dg DT, 07) 


而 在 这 式 中 ,由 两 积分 中 之 一 个 存在 可 推 得 第 二 个 存在 。 

斯 提 瓯 杰 斯 积分 有 两 种 特殊 情形 ,现在 提 一 下 。 流 区 并 {6,1 
分 割 成 有 穷 多 的 部 分: 4 二 ower<…<co4 达 cp 二 6, 并 且 在 经 个 部 
分 区 间 (ea 6x) 中 泵 数 g i 的 值 是 常数 gs。 如 旺 在 和 位 于 区 天 
fg, 四 中 每 一 点 cx 处 ， 丙 数 9(z) 有 一 跃 记 ss=gis1 一 各。 可 能 在 
”区 并 两 如 也 有 虐 上 度 : 在 左 端 是 %==g1 一 9(Q) ,而 在 右 端 是 = 
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一 9) 一 gv。 青 欢 而 数 在 一 切 漳 嘟 点 ox 处 并 在 公 闻 端点 处 堪 
篇 ， 设 of 点 不 是 和 (2) 中 分 割 区 拷 的 点 ,但 e 与 co 除外。 在 和 (2) 
中 ,如 - - 硕 里 的 zx: 与 败 是 在 同一 区 苦 (ee-ico) 中, 那 末 这 项 必 等 
于 夫 ， 为 为 在 这 情 彩 于 ,9 (Bet) 一 9 we) 。 妇 果 区 间 [zs yo 包含 
伪 断 点 67, 期 当 无 限 地 和 分 区 疝 时 ,了 (Ey 趋向 于 fle2 » 9 (08)— 
一 Vx- 趋向 于 5, 而 显然 (2 ) 中 之 和 趋向 于 于 烈 的 有 穷 和 : 


im DED [olcD -gleco]= 届 Fa。 (8) 


如 果 点 64 是 分 割 [a, 站 的 点 , 那 本 要 考虑 以 om 为 端点 的 两 个 区 归 ， 
面 其 甘 果 一 样 。 现 在 考察 第 二 种 畦 殊 情形 。 咒 了 (2%) 与 glw) 年 
fe, 杂 中 是 速 转 的 ,而 9(z) 在 [a, 四 中 有 导 画 数 9'(4) :并 且 后 潜 是 
依 黎 晕 可 积分 的 , 从 而 是 有 界 的 。 对 于 送 什 9(wx) 一 9 (sxe-1) 使 用 
拉 格 斋 日 公式 ,可 以 拱 和 (2 ) 写 成 下 面 形 式 : 


BEV I) -ycD]= SFEDY ED (mr 一 me , (9) 


而 名 是 位 于 [zs, xi] 内 部 的 数 。 我 们 可 以 全 FE 一 ED 十， 
而 既然 了 (2) 在 [e, 5] 中 是 一 致 这 篇 的 , 当 无 限 地 帮 分 区 间 时 | si| 
中 汐 最 大 者 趋向 于 雾 ; 也 就 是 说 ， 对 于 任意 预定 的 正 数 e, 存在 -- 
个 正 数 7, 使 由 < 可知 '8s! <e。 于 是 可 以 把 ( 9 ) 中 的 和 写成 


SE [yleo -ge-D]= 


= /ED ED oo) + Torg (ED) 0101) (0) 


两 个 依 黎 曼 可 积分 的 面 数 的 积 还 是 可 积分 的 ,而 在 上 写 的 到 式 中 
右边 第 一 项 当 无 限 地 各 分 区 尚 时 趋向 于 积 了 (2)y (2%) 的 黎 曼 程 分 。 
“不 难 芷 明 第 二 项 趋向 于 寺 。 事 实 上 , 依 假 发, 夯 数 9'(2) 是 有 和 界 的， 
就 是 说 ,有 一 确定 的 正 数 1 ,使 jg to) | 所 好。 上面 已 赤 褒 过 ,如 果 
预定 一 个 正 数 s, 必 有 一 正 数 存在 ,使 由 5<” 可知 |ax! <e 。 于 
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1 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 -- er 


是 
| eg CD oo) | SN pes) ) -so 


而 由 此 , 底 汰 。 是 托 芒 购 ， 六 (9) 中 右边 的 第 二 二 项 趋向 于 雾 。 如 此 
取 标 跟 避 得 


| ra@=| Od, a0) 
就 是 说 , 在 前 述 的 假定 下 ,; 斯 提 勒 杰 斯 积分 峻 化 成 平常 的 歼 腕 积 


分 。 在 前 面 的 第 一 情形 中 ,出 赋 化 成 有 和 穷 得 。 不 难 证 明 , 和 如 果 不 惟 


Je) 速 续 而 珊 它 是 做 黎 曙 可 积分 的 , 那 示 公式 (10) 依然 成 立 。 在 
以 后 我 们 将 讨论 上 面 所 定义 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 存在 的 半 题 , 也 将 
浴 及 一 些 将 来 形 定 义 的 更 一 般 的 积分 的 存在 问题 ;四 要 的 乃 是 于 
数 y(@) 将 算 做 在 fe, 约 内 是 不 减 的 。 为 简便 起 匈 ， 以 后 常 把 不 减 
醒 数 叫做 二 两 数 。 对 于 这 样 的 两 数 9( 纪 是 其 最 天 伞 ，g(a) 是 其 最 
小 值 。 下 面 一 节 乃 是 准备 性 的 。 洗 不 但 对 于 研究 圭 面 所 定义 的 斯 
” 提 勤 杰 斯 积分 的 存在 问题 有 基本 的 意义 ,就 让 对 于 鲁 究 以 后 将 介 
稻 的 更 一 般 型 积 共 问题 说 是 如 此 。 
3. 达尔 布 和 “在 诗 入 黎 曼 积分 时 合 介 焰 过 所 衣 达 尔 布 和 。 
. 对 于 以 后 将 介 破 的 一 切 一 般 积分 概念 , 相 类 伐 的 和 也 起 着 基本 的 
作用 。 本 节 申 将 就 上 面 所 定义 的 斯 所 勒 杰 斯 积分 作出 这 种 和 ,并 
研究 洪 性 质 。 凡 在 本 节 中 介 邵 的 沟 念 与 所 证 明 的 事实 只 要 起 对 一 
些 无 关 安 旨 的 改变 就 对 于 以 后 推广 的 积分 概念 仍然 成 立 ， 将 来 党 
要 容 考 本 节 的 精 果 。 
首先 同 所 一 下 实数 集合 的 确 界 定义 [ 见 1; 89] 。 裔 有 一 实数 
集合 召 , 并 变 它 是 从 上 有 界 的 ,就 是 说 有 一 数 工 存在 ,使 凡 集 合 耳 
中 的 数 必 小 于 工 。 和 如 此 由 存在 一 依 定 的 数 尖 , 这 数 有 下 列 畦 性 : 
凡 和 集合 五 中 的 数 必 不 大 于 好， 而 对 于 任意 正 数 。 必 有 一 属于 集合 


8. ”达尔 和 9 


五 的 狼 存 在 ， 这 数 大 于 六 一 8 。 芝 数 条 叫做 集合 的 .上 确 界 . 辣 
样 如 开 你 合 从 下 有 界 , 就 是 说 凡 和 集合 中 的 数 必 大 于 同一 个 周 定数 ， 
那 未 这 集合 有 一 下 换 器 忆 , 这 数 吧 有 下 列 特 性 : 凡 集 合 五 中 的 数 必 
不 小 于 加 而 对 于 全 辣 正 数 5, 集合 瑟 中 必 有 洒 于 取 十 s 的 数 。 基 
”果梨 合 从 无 具 , 我 们 说 宅 的 上 上 确 界 是 (十 co ,而 如 果 这 集合 从 下 
无 界 ， 我 们 咒 它 的 下 确 界 是 (一 co)。 确 界 的 表示 我 们 使 用 下 而 的 
写法 : 
m=intE, M=supE. 
股 了 (2) 与 g(z) 是 在 区 用 [4,8] 上 有 异 的 汕 数 , 而 这 区 项 可 能 
是 有 穷 的 ,也 可 能 是 无 穷 的 , 并且 9(z) 是 不 玻 汪 数 ,又 渍 有 一 种 分 
荐 区 闻 [e， 可 成 部 分 的 万 法 : 
Wm =， 
用 6 表示 这 分 割 。 在 区 疝 左 边 无 秒 时 ，e= 一 cc， 而 在 区 疝 右 边 无 
穷 时 ,8 一 十 ce 。 裔 mx 二 寻 各 是 .Ag) 在 区 间 [oay2r] 三 诺 值 
的 下 确 界 及 上 确 界 。 作 与 区 出 [4, 引 的 分 割 3 相应 的 达尔 布 -斯 提 
勒 仿 欣 和 : 
8 一 记 ma[g (es) — gee)]; Se= Mg ke) - 一 gzk-i)]。 
(11) 
对 于 有 界 画 数 Je) , 必 有 一 正 数 工 存 在, 使 ' f(g) | 短工 。 注 痘 
go 一 gz-1) 关 0, 对 于 任意 分 制 8 可 得 ; 


[sl< BL) gD)1= Lg) 9]， 
A 
与 和 (ID 并列, 还 可 以 作 下 闸 的 艇 曼 -斯 提 勒 杰 斯 和 : 
még gd), 9) 
而 所 是 区 天 [miy mw] 中 的 某 一 点 。 注意 加 sj) < Ms 而 
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= 一 -一 一 ~ 一 一 一 


9 tx) — 9 (De) 0, 届 对 任意 的 分 所 可 得 不 等 式 
Ss 0s 。 (18) 
天 在 刘 山 二 问 甩 各 同 。 分 割 5' 称 做 分 by 称 做 分 割 6 的 后 粮 , 是 指 分 寡人 的 
一 项 分 割 点 也 是 分 割 5' 的 分 割 点 。 识 35 与 54 是 两 个 任意 分 割 。 
取 一 新 分 荐 ,使 其 分 其 点 是 由 3 及 5。 两 分 寡 的 分 割 点 合并 而 成 
誉 。 这 新 的 分 制 叫做 分 兰 51 及 3: 的 积 , 并 表示 成 16s 。 显 然 分 割 
-32 弃 是 如 的 后 条 ,也 是 各 的 后 名 。 对 于 任意 有 和 劣 多 个 分 着 ,也 
可 以 定义 积 3813 … 6 的 概念 。 还 要 注意 和 ss 与 5 只 与 分 割 $ 的 
选择 有 闫 , 丽 和 0， 出 还 随 点 6 的 选择 耐 变化。 现在 翘 明 几 个 很 入 
单 的 定 至 。- 
定理 ， 如 果 分 市 3 是 分 皋 6 风 后 从 册 夫 Sy, IH o 
”” 弟 明 不 等 式 ss 之 s 做 例 。 由 3 换 成 3 时 ， 分 庆 3 中 的 每 一 部 
分 区 间 叉 分 成 有 和 穷 多 个 部 分 : 
Wii= WP LB OL MP ee Wr 


丽 和 % 中 的 项 mx[g (os 一 9 《ve-1) ] 换 成 下 列 的 和 : 
my) -9 (es3)], 


其 中 ro 是 面 数 f (区 在 区 朋 Fcs9， go] 上 的 - 下 确 界 。 显 然 加 中 关 meey 
所 以 ,注意 差 值 7) 一 9 29 不 能 是 久 数 , 可 得 


> mTg em) — gy(0)] 之 mlg (og) — 一 gtege2i)] 一 - 


， 一 ?kg (8x) 一 gox-1)1， 
丽 定理 全 明了 『 参 照 了 ;112] 。 
定理 2 如果. 3: 及 6: 是 任意 丙 分 割 ; 那 未 sosSa。 
”对 于 同一 分 割 的 不 等 式 ss 人 <S 可 以 由 下 面 两 关系 直接 导出 : 
os got 一 20O。 如 此 对 于 分 荐 516;， So < Son o 
另 一 方面 , 依 定 理 1, 8 所 80 ya > San, 由 此 可 知 Sh SB a 


二 a i 五 


用 宇 表 示 和 对 于 - 要 可 能 分 出 的 条 上 确 界 ， .而 用 了 表示 和 
S; 对 于 一 急 可 能 女 害 8 的 下 缚 办: _ 
4 一 Supssy 了 工 一 infos 。 (4 
向 确 界 的 定义 ; 并 依 害 型 2 在 接 可 知 : 对 于 任意 两 芬 秽 3，3， 不 
等 式 sb 也 5, 成 立 , 特 判 是 
STES | 《15， 
现在 举 出 上 下 确 界 与 了 相等 的 必要 上 且 充 分 的 条 件 。 关 于 这 点 ， 
下 面 差价 起 着 基本 的 作用 : 
Ds— $= > (一 me) [gen) 一 gox 1。， {16). 


定理 3， 之 与 工种 等 的 必要 且 充 耸 的 条 任用 是 存在 一 序列 分 
其 高 (n=1, 2,.…) 全 六 8 > 0 * 
证 明 其 充分 性 :如 果 有 分 荐 序列 8, 存在 ,使 95, 一 s2,->0, 那 未 
把 不 等 式 (15) 应 用 于 这 序列 可 知 2= 了 。 
斌 明 其 必要 性 : 省 ?= 了 = 4 。 由 于 确 界 的 定义 , 存在 分 制 于 
烈 如 ,使 sx 一 4 也 大 在 分 割 序 则 部 ,使 S3; 一 4 。 取 分 番 序 更 
6 一 6n64 。 依 定理 了 38.869 S666， 所 以 sa 与 ssd 而 Su 
与 8S.>> 4 。 如 此 sw->4， S54， 所 以 5, 一 5 一 0, 而 定理 证 朝 
了 。 必 须 注 意 , 在 序列 5, 中 部 分 区 购 不 尺 无 限 地 种 分 。 例 如 可 能 
一 切 分 着 6, 都 是 同一 分割 83。 由 (15) 直接 可 得 下 面 糙 夫 ?. 
” 累 如 果 , 一 Ss 斑 0, 疫 末 $= 了 ,ss 5 -io 
上 面 所 述 的 关于 等 式 i= 了 的 必要 且 充 分 的 条 件 可 以 借助 和 
Cs 而 表示 内 来 ， 
定理 4， 装 值 So, 一 ss 趋向 于 有 埠 的 必要 且 充 分 的 条 件 乃 是 无 、 
论 如 何 选择 庄 点 5; ，0，. 有 确定 的 杖 限 ， ,而 如 果 这 条 件 满足 , 闭 末 
的 极限 是 4 或 工人 8 
. 证 明基 必要 性 ; 如 果 5 一, -> 0, 那 末 加 上 所 说 , 9;, 一 绕 


和 2 吕 一 章 其 提 徐 杰 斯 各 分 


5 一 也 沁 ,所 以 oa 一 人 因为 ou 满足 不 等 式 Sa < Ta, < 再 证 明 
ee 


oon BFE bfp) -yao0]->4， 


而 zi 是 从 制 3. 的 分 割 点 ,62 是 区 并 [cplty at] 中 的 革 虚 。 胃 
M4? 及 mm 各 各 表示 上 人 ) 在 区 晴 Fzgoiyag] -上调 值 的 上 下 仿 界 。 惟 
s 是 任意 预定 的 正 数 。 依 条 件 06, -> 4;. 必 存在 一 数 丸 , 使 无 瀹 怎 
样 选 择 总 ， 

当 m> 克 时 ， |4 一 go | 所 8。 {17) 
优 确 界 的 定义 可 以 选择 点 纵使 不 等 式 0 二 FS) 一 m 四 二 8 成 
立 。 如 此 ， 


Ooms, = BEF ED) — mo] fg Col?) —9 (ei)] < 


tg) -glol2)] =elg (0) g(a0)], (18) 
所 以 ,如 果 抠 着 值 4 一 局 坟 示 成 站 一 B88, 二 《4 一 os) 十 《ou 一 9) , 优 
GD 与 GL8) 可 得 :14 一 如 | 二 14 一 ou 二 |oo 一 sj <e[L+g(D)— 
一 9(9)] 当 n> 时 必 戌 立 。 弃 然 s 是 任意 的 , 可知 sw 一 4。 同 样 
可 证 So 一 4， 所 以 Se. 一 sr 0， 而 定理 让 明了 。 显 然 梳 限 4 等 于 
数 ; 与 工 而 后 一 者 在 现 情形 下 是 相等 的 。 由 本 定理 与 上 一 定理 
可 以 直接 推出 下 面 的 系 : 

“ 票 等 式 i= 了 成 立 的 必要 且 充 和 分 的 条 件 力 是 存在 分 制 | 序列 
”5 使 无 只 怎样 选择 评点 6 时 ，cw 恒 有 固定 的 极限 。 吉 时 这 条 
人 更 足 , 那 来 这 极限 车 于 i( 也 千 于 I 二 =。 

定理 5。 如果 对 于 分 着 序列 5,, cs 有 驳 定 的 柑 限 , 而 中 是 两 闵 晤 

到 的 后 哟 ; 那 未 oa 也 有 相同 的 极限 。 : 
” 恢 定 再 5 与 定理 4 的 条 件 可 知 从 sa 一 0。 依 定理 Tsw3 

>si 而 <S4,。 所 以 Sw 一 sx->0, 也 就 是 襄 oa 一 2 而 定理 


4. 志 粮 西数 的 斯 报 世 Mi 世 ! 分 让 


证 明了 了 。 

在 歼 曼 铝 从 的 情形 , g(o) 一 %, 以 前 [I; 112] 证 明 对 于 任意 有 
界 茵 数 Fo ;光良 地 罗 分 部 分 区 有 有 时，s-i 一 工 。 如 此 在 黎 
曼 积 分 的 情形 , 筹 式 ;= 了 与 下 面 的 命 蓝 间 效 : 序 和 和 os 当 泡 眼 地 业 
分 部 分区 周 时 有 确定 的 榴 限 值 , 而 卫 这 极限 值 等 于 。 注 -- 般 情 
形 中 ,并 非 如 此 。 如 果 当 无 限 地 翘 分 请 部 分 区 旧时 cs 有 确定 的 可 
限 , 那 末 4= 了, 这 由 定理 4 的 系 可 知 ， 但 反 过 来 的 业 浴 是 不 严 硝 
的 。 但 了 = 工具 能 推 知 有 分 割 序列 6, 存在 , 使 cw 有 确定 的 极限 。 
但 不 能 汤 定 宪 无 限 地 和 分 部 分区 有 间 时 对 于 一 切 分 荐 序列 0; 都 有 
确 完 的 局 一 梳 限 由 。 在 上 述 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 定义 中 , 全 要 求 当 
无 限 地 翻 分 请 部 分 区 册 时 os 有 确定 的 极限 。 在 下 面 推广 的 积分 
概念 中 我 全 把 这 杰 求 减 能 , 只 要 求 等 式 4= 了 成 立 。 此 人 外， 物 扩 号 
分 解 积 分 的 基本 区 向 为 部 分 的 方法 ,在 下 面 认 新 积分 定义 时 再 状 
加 多 释 。 下 节 中 将 到 在 [2] 中 害 义 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 ， 并 叙述 其 
存 寿 性 的 一 个 重要 的 充分 从 件 。 

4， 连 午 画 数 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 | | 

定理 1。 如 暴 了 (z) 在 有 洽 区 阳 1e， 妈 上 县 吉村 的 , 而 9(O 是 
不 减 的 有 界 丙 数 ; 邯 末 了 (2) 在 区 虹 [e, 杂 上 做 (2) 的 斯 提 勒 杰 斯 
积分 必 存 首 。 

注意 不 等 式 (13) 与 (16) ,可 知 


[2— oi SS — 8 = > Mm) [ys) ~ gm), (19) 


名 ” 膨 省 注 : 融 
et 时 了 一 0 ia<0 时 gm) =0 
0O~zei 时 f= Or 时 go) =1; 
那 来 不 难 交 出 i 了 一 0, 而 旭 果 未 和合 尾 般 每 个 的 部 分 区 鲍 者 对 含 做 办 点 , 若 ) 5 
->05 但 如 果 有 中 的 一 个 郁 从 区 间 合 0 为 内 点 ， 恋 这 郁 苍 区 了 关 是 [ma，z]， 则 co = 
< 了 4， 因而 等 于 0 或 1 乔 引 <0 或 …0 丽 定 , 因 而 m 并 和 无理 宙 的 极限 。 
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ee ei i, 


庙 s ; 是 预定 的 正 数 。 村 然 了 (9) 在 区 出 fa, 6 上 是 一 致 速 千 的 ， 必 

存在 一 个 正 数 m, 使 当 庄 其 值 mx 一 wx _: 中 最 大 者 不 超过 少时 ，0< 

4 二 1 2，… mn) 威 立 。 恢 这 不 等 式 , 出 (19) 可 知 
esi sefg( 人 一 9o)] ,所 以 无 限 地 绩 分 串 区 间 时 ,0 ->i。 同 
样 可 证 cs 一 了 所 以 i 了。 这 等 式 也 可 以 由 定理 4 的 条 将 楼 推 
出 , 因为 当 无 限 地 估 分 请 区 阅 时 ，cs 有 定 檬 限 。 

”无 禾 的 积分 区 出 在 斯 提 荐 杰 斯 积 妇 的 情形 并 不 起 重 大 的 作 
用 。 只 须 效 释 一 下, 所 词 无 女 地 翻 分 无 穷 区 册 的 部 姑 区 浊 完 咯 何 
所 措 。 例 如 考察 区 并 [一 20， 十 co]。 我 们 说 在 一 分 这 区 湖 为 有 益 
多 部 从 区 疗 的 从 逢 序列 中 ,这 些 部 从 区 闸 无 腿 地 于 分 , 是 指 对 于 
任意 项 定 的 正 数 4, 相应 于 一 切 与 [一 4, + 相交 的 都 共 区 责 
[wwii 2] ,化 着 值 mx 一 2 中 最 天 者 趋向 于 车 。 如 果 gp(z) 在 区 
间 [一 ce，+ee] 中 是 速 逢 的 , 井 且 是 严格 地 增 的 ， 就 是 悦 当 B>a 

.时 wp(B8)>p(o) , 闭 末 变数 代 换 t=9g (ew) 把 区 疝 [ 一 00, 十 co] 映像 
成 有 卷 区 疝 [4, 耻 ,而 a=9( 一 2) ,b=p (T+)。 对 于 [~o%， 
十 c0] 的 无 限 地 着 分 的 分 割 法 就 变 成 了 寿 常 对 于 有 和 旁 区 接 [&, 丰 的 
无 限 地 各 分 的 分 着 法。 | 

_ 例如 斑 fo) 在 于 区 癌 [-- <，+co] 上 连结, 而 9(5) 是 有 界 而 -- 

不 下 的 ,着 未 积分 与 以 前 一 样 症 存在 的 。 为 了 证 明 这 点 ， 只 须 招 “ 

代 换 成 新 变数 iare 如 322。 合 
7 (tgt) 一 (起 ， gt) =g1(f) 1 

我 们 就 把 无 穷 区间 [ 一 00， +oc] 上 的 积分 示 达 为 有 劣 区 并 | ~ 

+ 人 | 上 的 积分 ; ， 


fa = Fda0, 


且 所 (4) 是 在 区 易 |[ 一 和 ,十 等 | 中 速 征 的 ， 而 gi) 在 其 上 有 界 


4 退烧 阳 数 的 斯 所 靳 杰 姑 积分 和 


而 不 减 。 : ; | 

现 丰 可 出 斯 谋 惑 太 斯 积 耸 存在 的 基本 宝 理 的 一 个 实用 的 重要 
变形 : | 

定理 2， 如 果 了 2) 在 积分 区 则 内 部 是 束 各 而 作 有 界 的 ,而 不 

肯 科 妇 区 间 是 无 和 区 沽 [一 o0， +o0]。 

估计 一 下 奴 式 (19) 右边 的 话 项 。 艇 然 了 (2) 是 有 界 的 , 可 知 有 
一 固定 的 正 数 五 存在 , 便 |7(z) 1 < 工 ,所 以 0 所 Mi 一 mx < 2。 
(19) 式 的 和 中 相应 子 不 与 {一 4, 4] 相交 的 区 其 [we_1, zm4] 的 庄 项 
之 和 不 大 于 | | 

2L[lg(—A)—g(—o)]+2L[lg( +o) —g9(Ad)l。 20) 

依 9(o) 在 点 士 ce 处 速 炉 的 假发 ， 可 以 取 4 足 够 大 , 使 (20) 式 小 于 
尾 意 预定 的 正 数 s 。 如 此 固定 了 4, 井 考 察 (19) 的 和 中 其 余 各 项 。 
这 些 区 更 [wx.1, oo 或 者 整个 包含 在 [一 4 二.d 妇 之 中 ,或 者 玻 端 的 
两 个 可 能 溢出 了 [一 4, 十 4]; 而 其 次 出 部 分 之 长 不 大 于 7, 效 里 的 
% 是 相应 于 一 切 与 [一 4, 十 条 相交 率 区 痢 的 送 什 x 一 ze-: 中 的 最 
大 者 。 当 无 限 地 鼻 分 蓄 部 从 区 蝎 时 数 9 趋向 于 零 ， 办 而 自从 分 出 
的 某 一 阶段 之 后 ,这 数 一 定 小 于 1 。 如 此 从 共 割 的 某 一 阶段 之 后 ， 
所 考虑 的 一 切 区 六 es，o 必 属于 [一 4 一 1 4 二 1, 而 在 此 后 一 
区 向 上 了 (w) 是 一 致 速生 画 数 。 依 此 , 对 于 足够 小 的 和 值 四, 可 得 
0<sMe 一 maxses 而 由 此 ,在 (19) 式 的 和 中 凡 相 应 于 与 [一 4， 十 4] 
相交 的 区 由 [ex-iy on] 的 各 项 可 以 估计 好 下 : 

OMi— mr) [yg (8s) — 9 (m1) je Lg (ei) 一 go 而 这 些 
项 的 和 不 大 于 

slg (A+1) ~g9(~ A~1)lo- 

最 后 由 不 等 式 (19) 得 . 
li~od<ellitoAtd -~A-—DI<elltAt+o)—g—o0), 


ie Ea 这 新 提 观 来 姑 积 分 


区 然 2 是 任 : 意 的 ;可知 0o-3%, 而 定 埋 证 有 明了。 
注意 在 /(4) 是 沁 炉 岗 数 而 5(w} 是 填 曙 数 的 情形 下 ,斯 提 前 杰 
斯 积分 的 一 些 社 充 性 图 。 和 如 果 | 了 (zw) | 所 工 , 那 术 


由 rawa| rid -gd, CD 
, 这 可 以 由 对 和 0, 的 估 值 并 取 权限 但 出 。 电 然 中 做 完 理 研 立 [I;92]: 
J fd) 7 tg) gO] Ce La Hl) 


现在 设 在 [a, 5 中 巡 炽 的 而 数 (2) 所 租 戚 的 序列 在 这 区 山中:… 
致 收 旬 于 极限 丽 数 了 (2)。 后 者 在 [2, 要 必 器 也 是 巡 糖 的 , 所 以 是 
依 9g(%) 可 积分 的 。 恢 序 刘 (2) 的 一 孜 收 敏 控 , 对 于 任意 预定 的 

正 数 s, 必 有 一 数 访 存在 , 局 每 当 %> 认 而 导 了 [a, 6 时 ， 恒 有 
Fe 一 所 (2) | <e。 应 用 估计 (2D); 得 


F070) ag (0) | iely (0 -yh0)], 
由 此 艇 然 8 是 尾音 的 ,得 
lim | 六 (oly(o) 二 | fv) dy (ew), (22) 


利用 定理 2 的话 明 中 的 估计 ,可 羡 明 公式 (22) 举 下 面 假 下 之 下 仍 
然 成 立 : 玻 丽 数 f.(z) 在 [a， 引 内 部 如 可， 并 以 恒 一 数 为 界 , 即 有 一 
正 数 工 ， 正 数 厂 ,对 于 一 切 数 % | 大王 都 成 立 ; 六 (2) 在 位 于 [e, 四 内 
部 的 一 切 阴 区 项 .上 部 一 致 收 衣 于 .fe) ,而 y(2) 在 区 则 [es 到 的 其 
识 束 各。 . 
5， 广 义 斯 担 惑 杰 斯 积分 和 如果/(4) 在 区 湖 了 一 coo， +oo] 内 
部 过 各 ,并 且 有 界 , 而 9g(2) 不 戚 , 并 在 这 区 则 的 两 端 如 秆 , 那 末 如 
上 面 所 襄 的 , 了 (2) 依 g(o) 在 区 则 [一 co， 上 +coj 工 的 积分 如 平常 一 
样 地 定义 做 有 上 穷 和 cs 的 枯 限 。 现 在 性 在 [一 co， 上 cc] 内 部 速 缠 的 
画 数 ja) 着 非 有 界 的 ,而 9(o) 与 以 前 一 样 是 不 不 面 有 界 的 。 对 任 


， 而 


6. 广义 洪 间 勒 全 中 拓 分 ， 夫 


让 的 及 束 忆 大和 可以 作 且 0 在 庆 辐 [60 而 让 流风 的 秽 欠 i 
如 果 例 4 臣 向 于 一 0，, 而 4 趋向 于 十 o2 时 这 积分 有 一 有 第 的 确定 
标 限 秆 ;, 球 术 这 极 混 可 以 取 做 在 区 遇 E- ce, 二 254 的 积分 秆 ; 

| 这 flo)ayls) = lim |. f (wdn ls). (28) 


也 fo 


和 如 时 本 节 开 姑 时 + 所 进 的 条 件 满 足 ， 抽 在 区 闻 [一 co， 二 ee] 上 的 顷 
分 做 为 和 os 的 极限 存在 , 那 来 不 难 证 明 公 式 (23) 成 立 。 


设 积 分 | | 了 (2) | (2) 对 于 任意 < 与 5 都 是 有 界 的 。 如 让 虱 
存在 积分 
ea， 


剧 显 然 积 办 (28) 也 存在 [ 汰 照 1; ‘80], 是 后 省 称 为 对 雪人 的 。 
I 分 湖 , 识 其 分 点 为 Zi 于 二 …， 一 38; 一 2， 

1， Q， is 2 和 
ME ET (21) 


(im = 一 00, 而 im mt) | 
攻 mm 与 人 U; 蚌 f(z) 在 区 于 [zr-1, zd] 上 齐 秆 的 最 小 者 与 最 大 
者 , 虎 一 敢 :一 m:。 引 用 [41 的 (24) 得 
由 Fa -GD 一 ec Set9 Cm) —g (8) 


fa Br td ge)]|< 


< ool) gle)1, (28) 

器 数 集 or(i=0, 土 1, 土 2,…) 有 一 有 和 劣 的 上 确 界 4 二 supe,。 

焦 有 (加 的 速生 性 , 可 以 作 无 穷 区 员 的 一 分 制 ,使 “小 于 任意 预定 
的 正 数 。 引 用 下 面 的 记号 
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en paid 2 一 一 一 -一 一 -一 一 上 


A Jim ge B= Tm gtw);° 
_ 
Son = 了 Fé0) [9 CD —g lm) ly 


Sha= HIF CE) [gle) —9Cen)3, 
又 朗 以 是 对 于 if (9) ' 的 ou 而 


= Sp wt 二 


虽然 ow" 和 


| F/Odg C0 -Sn wiB—A), {262) 
而 局 绊 wa 
从 Ga 四 -so 人， C20) 
由 此 得 
ssa<f Og to BD, 
肥 . 
| flo) lag(e) <S%at 0'(B— A), (28) 


. 更 在 证 明 关 于 积分 (28) 弛 对 收 禾 必 要 且 充 分 条 件 的 定理 。 
定理 ” 积 允 (23) 郁 对 收 伍 的 必要 及 充分 的 条 件 及 是 存在 具有 
有 用 的 2 的 从 市 、 太 和 应 的 数 而 后 者 泣 是 下 各 不 zt 如， 
使 炙 数 : 
、 -3 了 (ED FEg (oo 一 g Co] 《29)》 
把 对 地 履 敏 。 各 果 这 条 件 果然 注 足 ,于 对 任意 具有 有 波 的 妈 
” 基 (2 ,下 给 怎样 从 区 车 [2s, 29 潜 返 名 , 狼 数 (29) 便 收敛 , 而 


[Wa = iim yd rg 0) -ooj。 0) 


6. 卫 度 疗 笋 19 ~ 


朗 : 让 (23) 契 对 要 做。 由 此 ， 大 不 等 gk (27), 对 任 沿 六 具有 有 劣 
的 分 着 |: 


(0 dg (0) otB— 4), . 


所 以 和 Sy 随 着 p, 9 的 境 大 面 培 大 ,但 总 是 上 有 界 的 ,所 以 对 村 任 
党 也 有 有 穷 w 的 分 割 ， 航 数 (29) 契 对 收 伍 。 又 依 (260 可 以 立刻 
得 (30)。 反之 ,长 对 于 性 意 具有 有 和 狼 wo 的 从 拓 (24) 及 对 于 任意 
选 的 名 航 数 (29) 妈 对 收 铸 。 由 (28} 址 接 可 得 


[0 og: SF itg Ce) -9 (5DI+o (BA), 


` 由 距 可 知 当 ,9 增 大 时 认 边 的 积分 常 是 有 界 的 , 所 以 积分 (231 径 
对 收敛 。 旬 我 们 刚才 活 到 对 于 任意 共有 有 和 穷 的 分 基 与 了 性 守 选 择 
的 上 ,级 数 (29) 绝对 站 黎 , 竺 旦 (30) 成 立 。 

， 注 如 了 果 六 2) 在 [一 2>， 二 ce] 内 一 禾 速 续 , 而 6 是 差 值 ( 必 一 

-一 %-) 中 的 最 大 者 , 那 林 由 条 件 >0 就 可 以 推 得 w 一 0, 而 在 仅 
式 (30) 中 可 以 用 5 一 0 代 稚 包 一 0 。 例 如 在 六) 一 了 Woh 
就 当 员 发 生 。 

” 6. 路 度 丽 数 ”现在 对 不 减 画 数 的 性 完 加 以 初等 的 办 析 。 
因为 四 居 的 有 内 变数 必 有 极限 ,不 减 南 数 90z) 在 广 渐 [a, 杂 中 
每 一 内 点 必 有 左右 浆 限 : 9 一 0) 及 (z+0)。 在 左 端 存 右 柱 豚 
gc 十 六 ， 而 在 丰 端 有 左 往 限 9 人 8 一 0) 。 如果 9(z 一 0) 一 g (z+0)， 
那 末 ?2 是 9%o) 的 到 逢 点 。 

同样 ,在 端点 的 速 入 性 可 由 等 式 ge 十 0) 一 Ye 及 9 一 0):= 
“了 0 决定。 四 不 束 炉 点 了 9 十 六 g (4 一 0) , 而 下 尝 秆 5S, = 
一 9(2 十 0) 一 gw 一 0)。 呈 做 gz) 在 z 点 的 跃 度 。 辐 栓 定 义 端 版 
处 的 跃 度 。 

副 数 ylw) 可 能 有 无 穷 多 个 不 连 粮 点 。 现在 省 明 在 这 情形 Li 
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不 地 入 点 的 集 食 其 可 数 的 。 丙 数 9(2) 在 区 扑 [a, 引 上 的 总 用 最 可 
由 亚 数 9(o) yg (四 过 示 。 如 此 , 跃 庆 大 于 1 的 不 这 各 点 数 站 不 六 
于 g(5) 一 g(a) 的 整数 部 分 ,所 以 如 此 的 不 束 纺 点 是 有 和 劣 的 。 同样 
跃 度 大 于 -5 的 不 束 术 点 数目 不 大 于 2[g (8) 一 g(0)] 的 整数 部 分 ， 


等 等 。 现 在 不 难 证 明 9 (%) 的 不 囊 粮 点 可 以 附 以 标号 。 首 先 依 基 次 、 


序 把 小 朗 大 于 1 的 不 池 粮 点 附 以 标号 。 理 杷 瞩 座 大 于 训 的 并 点 


附 以 标号 , 余 类 椎 。 
在 积分 束 粮 本数 时 ， 可 以 不 用 位 于 区 间 [e, 站 内 的 g(z) 不 连 
种 点 去 分 割 积分 区 于 , 于 是 g(w) 在 这 些 点 的 值 在 作成 积分 时 不 起 
什么 作用 。 区 并 的 端点 划 不 同 了 ,它们 一 害 税 取 做 分 割 点 。 例 如 
可 以 发 go) 不 加 秆 点 在 是 右边 运转 , 就 是 说 yo) 一 9(2 十 0。 裔 
ho) 是 如 此 改变 go) 而 得 的 效 数 ,就 是 在 gi%) 的 这 种 点 及 在 右 端 
点 Ka) 一 gz) ,而 在 不 过 继 点 A8) -gz 十 9)。 只 有 y (四 在 区 间 
左 端的 值 的 改变 才 会 影响 到 积分 的 值 ,显然 可 得 公式 
ra = Fag) fo Ig (at0) yo) 
现在 就 y (2) 的 不 加 粮 点 把 y(z) 芬 成 两 项 ,其 中 一 项 gn) 是 连续 
的 不 三 画 数 , 而 男 一 项 gu《e) 代表 g(2) 站 区 胆 fo, z] 上 的 跃 度 之 
和 。 这 局 一 项 通常 中 做 gtz) 的 跃 庆 当 数 。 现 在 精确 地 作出 这 醒 . 
丽 在 区 间 [c, 十 有 有 和 益 多 或 可 数 多 个 点 oe(h 一 1, 2, 3，)。 
依 下 面 公式 定义 请 画 数 gx(o) 及 以 (o) : 
0 如 让 <cc，，. 

,如果 o2e 四 一， 

而 or 及 是 非 负 人 常数， 并且 神 匆 


Ee 利 Sp: , (31) 


0 和 如果 2<o%， 


六 人 一 后 妇 阳 gc 


6. 次 度 吝 数 ， | 好 


收 北 。 如 果 基 一 常数 Ox 等 于 震 ， 那 未 和 应 的 西数 92ito) 恒 等 于 雪 ， 
同样 如 果 B68:=0, 因 ( 他 恒 等 于 完 。 在 以 后 公式 中 将 保存 这 些 诸 
数 , 以 便 把 这 上 坚 公式 鹤 成 对 称 状 。 如 果 .= 一 az 那 林 可 以 算 做 其 得 
应 qx 一 0, 而 如果 ce= 2 可 以 算 做 其 相应 8 =0。 由 航 数 (31) 的 
收 化 直接 可 知 航 数 


(0) = Borte); yO- . (82) 


( 凌 中 讲 项 二 非 负 的 摘 黄 数 ) 半 于 -~ 切 #, 竺 别 是 在 fae, 5] 上, 一 致 . 
收 钱 。 如 果 2 与 6: 不同 , 壮 末 这 些 般 数 的 一 切 项 在 < 点 部 是 这 短 
的 ,所 以 依 一 臻 就 粮 性 , 丽 数 p(7) 与 由 () 论 一切 蜡 于 co 的 点 2 处 
是 回 精 的 。 在 zx 一 6 点 处 项 pi lz) 有 左边 跃 度 等 于 au 项 由 (2) 
有 右边 跃 度 等 于 Bu， 丽 共 他 各 项 是 速 秆 的 。 依 一 臻 收 化 性 , 其 全 
各 项 之 和 在 2=cs 处 是 违 笑 的 。 如 此 , 在 点 z 一 上 处 责 数 .patz) 有 
左边 跃 度 等 于 ax, 而 在 右边 连续 ， 丽 数 沙 (om 有 右边 跃 度 等 于 B;， 
而 在 左边 速 和 楼 。_ 面 作法 吕 然 在 点 集合 cx 为 有 和 穷 时 依然 有 效 。 
现在 栅 y(e) 是 其 一 坪 南 数 , 丽 “= os 是 北 族 不 速 稿 点 ，ax 及 
有 各 是 它 在 这 些 点 处 的 左边 及 右边 跃 度 , 就 是 珊 ws=g(ten-- 
一 g(ce 一 0) ,Bi=9 (Cs 十 0) 一 g (ce) 。 涯 值 915) 一 9( 四 是 画 数 ytz) . 
在 区 章 [&, 站 内 的 总 培 量 ,而 宪 定 它 前 7 个 不 速生 点 cl 6z，…，, 6 
处 的 又 跃 度 Y;=ax 十 Bi 之 和 ,不 人 于 -上述 的 基体 ,而 这 对 于 任 瘟 ” 
都 成 寅 。 和 如 此 由 谢 数 9to) 的 从 跃 庆 yx 所 组 成 的 舱 数 必 收 化 。 于 
是 由 左边 跃 度 a 所 和 作 的 及 由 有 过 路 上 度 B 所 作 的 无 穷 闲 数 更 应 收 
人 效 了 。 作 询 数 9 tw) 及 汪 (2) ,而 全 gr(2) 一 9 (2) 十 由 (7z)。 品 然 量 
94 (4) 等 于 9 (四 在 位 于 的 左边 的 一 切 不 速 秆 点 处 的 全 跃 度 与 在 
点 4 本 身 处 左 晴 度 的 和 (如果 后 者 确 存 在 ) ,而 差生 Ta08) 一 gu (a) 
等 于 在 位 于 ac 及 月 之 园 的 不 速 德 乓 处 的 跃 度 与 在 点 & 处 的 右 竖 度 
入 及 在 点 8 外 的 在 跃 反之 和 。 沙 秆 9g (68) 一 gl 号 当 由 a 变 攻 


- 
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有 时 两 数 9(o) 的 总 填 晤 ， 而 ga(6) 一 gtQ) 代表 g (2) 由 于 其 在 路 
不 速 续 点 处 赌 跃 度 而 得 的 境 量 。 如 此 可 得 十 面 的 不 等 式 : 
9(8) —g9 (0 9608) 一 ga(0) ， 其 中 6 半 &。 

现在 全 go《%) =9(%) 一 glx)。 由 豆 数 ga(o) 的 作 共 ,与 上面 
的 不 等 式 , 可 知 画 数 g%(z) 是 连续 而 增 的 。 如 此 可 得 所 要 求 的 分 解 
式 : : 

9g 8) = 9 2) + go (82) (33) . 

对 于 任意 的 区 六 , 俐 的 或 是 不 二 的 , 有 穷 的 或 是 无 穷 的 ， 都 可 以 作 
如 此 的 分 解 。 对 于 任意 的 志和 葵 面 数 可 以 写成 


| im- | 7 ag + Fa 人 oO。 (9 
现在 证 明 , 上 式 有 有 演 的 第 一 个 积分 可 以 表示 成 和 的 形式 : 
| fl0) ags(e) —B Fo) ys (85) 
而 0 表示 g(z) 的 间断 点 , 而 Ys 是 9(z) 在 这 些 点 处 的 奴 跃 上 度 。 我 
们 将 姑且 贞 这 类 间断 点 的 数目 无 狼 。 合 os(2) 二 gi(2) 二 由 (2) 
”我 位 可 以 写成 2 
Gat) 一 sm (2t) 十 Tm (2), 
而 re) lo)。 


由 此 得 不 等 式 0< ro (9) 所 yn 二 ?os 十 … 而 由 于 由 -yr 所 成 的 
般 数 站 后 , 所 以 对 于 和 侍 意 预 烙 的 正 数 2， 可 以 取 定 一 个 数 ， 六 ,使 对 
于 任意 的 x， 

0O<rn(2) SE, 当 m>N 时 恒 成 立 。 6) 
又 由 于 f(z) 的 连 重 性 ,得 [2] : - 


flo) eos) =f 0) yi 
所 以 | 


四 


”物理 的 解 辜 323 


i i i EE 一 


， dsn (0) = Sf (on) Yr。 (8D 
丽 数 f(z) 是 有 界 的 , 就 是 谣 :f (2) | 拓 工 , 而 对 于 上 写 的 和 中 妊 项 ， 
可 得 | (Cg) YE | Ly;, 由 此 看 出 由 数 (cx) Ys 作 的 圾 数 是 超 对 疏 


化 的 。 
对 于 依 不 减 画 数 7 人 9) 的 积分 ， 以 (86) 可 得 信 伪 


| 了 人 dara (0)| <Le(m>N), 


”由 此 , 角 然 。 是 任意 的 ;可 知 疼 值 ， 


fa 60) -| fade) = ar 
当 n 培 大 时 趋向 于 零 , 就 是 襄 
arp 四 = im | ra 加， 
由 此 , 依 (37) 得 公式 
| raye 人 = 入 Joy (38) 

97， 物理 的 解释 “现在 对 械 数 g(z) 及 斯 提 勒 杰 斯 积分 加 以 物 
理 的 解释 。 忠 在 区 阅 [6， 5 上 有 物资 耸 布 其 上 , 并 讼 9( 双 是 在 区 
间 [a, 科 上 的 质量 , 而 gd) 是 在 点 *=a 处 的 质量 , 如 果 如 此 第 中 
的 质量 存在 。 在 相反 的 情形 下 仿 g(e) =0 。 差 值 9(9) 一 9(0) 表示 
区 间 (6, 四 上 的 质量 。 当 正 数 刻 趋向 于 堆 时 , 区间 (z, z+ 加糖 小， 


而 任 洁 点 当 思 足够 小 时 都 要 由 于 区 用 (6, z+ 加 之 外 ,因为 北 左 多 


不 局 于 这 区 间 。 谓 数 g(z) 是 增 画 数 ( 描 量 是 正 的 )， 而 做 上 所 述 ， 
自然 要 使 这 表示 完 量 分 布 特征 的 画 数 9(z) 满足 条 件 82 二 j 一 
一 9i 20， 就 是 说 ,9 (2?) 一 9 十 0)， 就 是 函数 9 (2) 应 当 在 w= 


- 玻 和 一 台 沿 断 杰 处 右 速 逢 。 谈 稚 区 枸 右 并 的 速 炉 性 是 无 意义 的 ， 
因为 :> 时 画 数 不 定义 。 在 区 吉之 内 , 在 9(o) 的 间断 点 处 有 复 ，， 


中 的 质 基 ,而 这 集中 里 量 由 差 值 gt2) 一 9 一 0) 决 定 。 对 于 区 关 


24 第 一 之 外 提 荔 二 斯 积分 


之 右 端 由 一 样 。 区 章 [a, 可 上 物质 总 量 等 于 g (为 。 上 上 述 一 印 对 于 
有 有 劣 的 及 无 敌 的 区 册 都 成 立 。 上 而 推理 的 特征 乃 是 不 引用 分 布 密 
度 的 概念。 分 布 的 资 最 的 重心 由 公式 
| vdy(w) 
决定 。 法 正式 对 于 有 入 区 有 曲 戊 立 。 在 无 禾 区 并 的 情形 , 被 积分 的 
画 数 了 (wm) =% 不 是 有 界 画 数 ,从 而 必须 引用 广义 积分 的 定义 。 

在 概率 编 中 两 数 y(o) 平常 事 示 某 一 随机 变量 的 分 布 概 率 , 就 
是 ge) 等 于 随机 变 录 属于 《一 co, 4] 的 概率 。 在 这 里 , 与 上 面 一 
” 样 , y(z) 是 右 连 秆 的 。 连结 西数 的 斯 提 勤 赤 斯 积分 概念 可 以 直接 
推广 到 9g (四 ) 等 于 两 个 不 减 画 数 之 差 的 情形 :go) =gi(z) 一 g2(8)。. 
在 这 情形 中 也 容易 葵 g() 以 物理 学 的 解释 。 融 在 区 岗 (一 co， 
十 co) 上 分 布 有 正 负 电荷 。gi(%) 焉 示 区 亲 ( 一 co, 4%] 上 总 正 电 荷 ， 
而 9s() 表示 这 区 阳 上 的 总 负电 荷 。 

8， 图 变 面 数 ”以 前 一 从 衣 积 分 画 数 9( 人 是 增 的 。 为 了 进而 
计 哈 依 更 一 般 的 画 数 g(s) 作 积分 , 介绍 一 类 新 画 数 , 做 为 包含 一 
切 积 分 画 数 的 基本 面 数 类 。 珊 在 并 的 有 劣 或 无 穷 区 闻 Fc, 5] 上 有 
一 画 数 9(z)， 它 在 这 区 章 的 一 切 点 处 都 取 有 稚 数 值 , 设 5 是 把 
[a, 站 分 成 部 分 的 分 割 : 4 二 20 过 21 之 wv 之 < 之 入 -1 三 ,二 5。 作 和 


和 |g (zi) 一 一 这 (oe) | (89) 


Vo 


一 数 g( 由 做 区 闪 fe, 如 ee 生生 过 区 四 上 
的 加 灾 丽 数 ,而 (89) 中 和 的 .上 确 界 叫 做 丽 数 g(zY 在 区 间 [ay 妥 上 
的 会 变 分 , 或 简称 变 分 ， 并 蒙 虑 _F2( 人 ) 。 现在 泪 意 和 加 与 至 变 耸 
的 见 个 简单 性 改 。 如 果 在 点 办 及 zw-1 之 间 取 一 新 芬 割 点 c， 那 林 
由 公式 

gv) 一 ke 1) = [gy (tx) te 十 [9y(o) EA 


B. 加 闪 二 下 2 


可 得 

| ‘gp — gve1) | < [gtr) — gC0) | + Ig(0) — gre) |, 
所 以 加 添 新 分 着 点 叶 和 如 不 会 碱 小 。 又 如 果 由 非 负 项 所 废 的 
RA 引 趾 有 界 的 ， 曾 末 对 于 [&， 妇 的 任意 一 部 分 区 车 
区 间 [a [a, 人 县 的 任 部 下 区 疗 [xp] 上 B11 地 是 园 各， A EDS 
<Va(yg), 

如果 整个 地 下 区 四 [ae， 可 ,这 也 是 它 的 一 个 可 能 秀秋 弃 然 对 

于 任意 分 割 吉 入 大 (9 , 则 在 此 特别 情形 

lg -gO V9). (40) 
如 果 gz) 是 [e, 91 区 间 上 的 单 请 丙 数 , 那 末 一 切 盖 值 9(zo) 一 
一 gv-) 的 符号 相同 ,因而 不 管 5 如 何 作法 ,对 于 增 丽 数 9(z) ,和 
如 等 于 9 (人 一 go) , 而 对 于 减 丽 数 划 等 于 g(a) 一 g (9) ， 所 以 及时 
斋 夯 数 必 是 国 变 画 数 。 | . 

现在 陈述 几 个 关于 鸭 变 面 数 的 定理 : 

定理 4 如果 g() 基 在 [2,8] 上 略 变 的 , 那 未 它 在 这 区 间 上 
是 有 界 的 。 

对 于 区 疝 [a, 5] 的 任意 点 4 可 以 写成 ja ji ~ 
一 go]， 所 以 jg 人 os lg + 一 9 了 (0)]， 而 起 (40)， 
1 19 十 天 (人 <9(o) 十 从 CD ， 从 而 赴 明 了 9(z) 是 有 更 . 
.的 。 
0 2 如果 gz2) 与 及 2 的 辐 闪 加 各 , 共 来 (2 


~ 


re 对 于 gle) a bo: 
b= Daw) 于 oa] 一 [Co 十 Mesa] 


< -gm I+ he hm) 1 、 


- 
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”后 两 和 都 是 有 界 的 , 因为 依 所 纹 y (e) 与 Re) 是 转变 画 数 。 所 以 
加 是 有 办 的, 国 此 g(z) +A(c) 是 转变 夯 数 。 

系 ”转变 画 数 的 任意 有 淄 绕 性 组 合式 一 “就 是 凡 作 
二 f(z) 十 … 二 oo 如 (2) 形式 的 男 数 一 一 仍 是 围 变 画 数 。 

定理 3， 各 果 9 (2 与 4(z) 是 图 变 而 数 , 那 末 它 们 的 积 也 是 园 
变 画 数 。 加 数 。 如果 此 外 并 服 |h(2) | 六 me>0， 下 下 商 (2 也 是 转 
变 画 数 。 

现在 计 夫 积 ,并 作 它 的 三: 


t= |g Cp)h(wi) —g (wr) hve 1) |o (41) 


注意 g(?) 与 h(s) 忆 是 有 界 的 ,所 以 有 一 正 数 工 存在 , 使 |g(o) | < 
、 工 , |h(z) |<< 工 。 显 然 
g (Pi) h (we) 一 go -1)h (v1) 一 
=g(%x) [h(ws) —h(we1)] + hv. [gex) —g (ex-1)], 
再 依 (条) 可 得 。 5 


bs lv) | hen) hl-D) |+ 


+ Oh) igo) —g (ee) 1, 


a 


就 是 说 ee 
be T hoo) he) +I Og glee) | 


“但 上 面 两 和 都 是 有 界 的 ,因为 依 所 访 , g (2) 与 (2) 都 是 圈 变 而 数 ; . 


因此 和 如 是 有 界 的 ;而 定理 证 明了 。 
未 省 突 [4, 6] 与 [oe、] 上 上 也 痢 呈 国 克 丽 数 ， 克之 ,加 如 由 在 fc 吕 aq 
及 [e， 四 上 是 罗 而 数 ,部 未 它 在 La; 到 上 也 是 园 变 醒 数 。 这 时 ， 
下 而 的 公式 成 立 : 

Ve) Volg) tT (42) 


— 


&, 是 宅 醒 数 外、 


于 而 件 石 到 ， 如果 g(e) 在 [a 相 |: 是 阴 变 两 数 ， 那 玉 生 在 
a, 避 及 [e, 妇 上 也 是 园 变 图 数 。 现在 只 剩 下 证 明 逆 命 题 及 公式 
142)。 合 如 表示 对 [&, 四 作 的 和 (39) , 面 维 ? 履 各 甫 对 fe, 0] 及 
[e, 妈 作 的 类 似 的 和 。 如 果 点 “是 3 的 一 分 割 点 , 厚 末 分 割 3 分 成 
区 间 [e, 可 的 耸 割 5 及 区 fe, 5] 的 分 制 8， 而 = 纵 ) 十 坊 。 如 
果 9() 在 fz, 中 及 [fo, 四 上 都 是 轿 变 画 数 , 那 林 依 上 面 公式 得 ~ 
所 于 (9) 十 成 (9)。 所 以 如 果 。c 是 努 审 点 ， 和 如 是 有 界 的 。 对 于 其 
他 分 割 , 这 和 更 是 有 上 恰 的 ,因为 潜 加 分 割 点 只 会 使 所 培 大 。 由 此 可 
知 g (四 在 fe, 四 上 是 园 变 丽 数 ,而 让 (9) 所 VD 十 由 (9。 现 杰 
若 再 证 明 与 此 相反 的 不 等 式 , 于 足 公 式 (42) 就 可 以 得 到 了 。 设 。 
.是 预定 的 正 数 。 依 上 确 界 的 定义 , 可 以 在 公式 如 = 绚 十 埠 ) 中 取 分 
荐 且 及 52, 使 你)>>V5(9) 一 6; 如 富 G9) 一 eo 因 跑 如 >V5t9) + 
VeCg) 一 28, 由 距 , Vs(g)>Vi(g) +V?(g) 一 28 。 全 直下 丰 
的 ,成 (9) 之 (9) 十 大 (9) ,于 是 定理 证 明了 。 
系 ”我们 证 明了 区 间 fa, 四 分 成 两 部 分 的 情形 。 应 用 这 定 于 
_ 鞍 干 次 , 则 对 于 把 [a, 外 男 羊 碾 有 穷 多 部 分 区 则 的 情形 也 得 到 类 
. 似 的 辕 葵 ,就 是 说 , 如 果 区 间 [a, 引 分 成 有 穷 多 部 分 区 阅 , 而 ge 
在 杂 区 有 上 是 轩 变 图 数 , 闭 末 它 在 每 一 部 分 区 山上 忆 是 图 变 画 数 ， 
友之 也 正确 。 此 外 , 在 全 区 间 上 的 全 变 分 等 于 在 各 部 分 区 间 _ 上 的 
全 次 分 之 和 。 这 性 质 通常 叫做 全 变 分 的 加 小 性 , 可 以 写成 下 列 形 
_ 式 : i | 
Va(g) =V8(9) + Va(9) + t+. (9), (43) 
定理 5， 多 地 是 国 变 贾 数 的 必要 用 磷 俱 的 条 体 乃 是 它 可 以 
成 郑 个 埠 丽 数 的 羡 。 
充分 性 是 显然 的 ， 因为 凡 培 丽 数 是 转变 丽 数 ， 而 依 定 理 2, 加 
变 画 数 的 莽 仍 是 园 变 画 数 。 现在 证 明 必要 性 , 就 是 要 族 明 如 果 
9(o) 是 器 变 画 数 , 那 末 宅 必 可 以 表示 成 两 个 夫 夯 数 的 产 。 如 果 全 
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和 一 于 [+ go) =1 rg) ~ go)], (4) 
那 末 可 得 
| COPTNOPTALR (45) 
从 而 只 续 狂 明 夯 数 gifo) 及 gz(z) 是 培 向 数 就 够 了 。 现在 只 就 
(2) 胜 明 。 族 a 及 户 属 于 [a，5], 而 a-<B。 那 末 


(8) 一 9a(a) = Veg) ~VEg) +9(8) -9 (0)], 
而 依 笃 变 分 的 加 法 性 ,得 
(6) go) TI) +9(8) -glo)], 


但 依 (40)，P2( 护 >19(8) 一 9 人) 1 ,从 而 gi(B) 一 gr(@) 之 0。 

聚 ” 增 而 数 gy(z) 及 ga(o) 只 能 有 有 淮 多 或 可 数 光 穷 多 个 间 
兵 点 ， 而 在 一 切 阁 断 点 处 它 都 有 左右 极限 。 所 以 页 数 9(o) 也 只 
有 券 多 或 可 数 无 盎 多 间断 点 ,并 且 在 每 个 疝 断 点 者 有 左右 极限 。 

定理 6， 和 如果 在 某 点 ,20 处 而 数 y(z) 是 速 绩 的 , 那 末 在 这 
点 处 画 数 克 ( 人 二 "也 是 速 入 的 ;复合 是 也 正确 * 如 果 (人 是 有 有 
( 寿 ) 连 入 的 , 那 末 v{2) 也 是 右 ( 左 ) 速 檀 的 : 适 俩 是 也 正确 。 

-发 <<2， 井 考察 右 速 奈 的 情形 以 示范 。 改 。 是 预定 的 正 数 。 

把 [c, 外 分 成 部 分 : 一 思科 < <oo-i<o 一 和 使 不 等 式 


lg) -gD | > -s (46) 


成 立 。 如 果 加 汪 新 的 分 制 点 , 上 隙 不 等 式 自然 仍 茅 立 。 因 此 可 咒 
zi 点 与 6 很 近 , 以 使 1g(eca) 一 gC) |1<e。 -站 时 我 们 用 了 9 在 2。 
点 有 连 粮 的 性 质 。 我 们 可 以 拒 不 等 式 (46) 写成 


bg + 总 je -ro > -s, 
由 为 |y (v2) 一 9 1<s, 可 得 


8 括 此 上 蝴 效 2y 


98) gle) 2g) —2e. 


左 演 的 和 乃 是 对 于 区 间 [ai, 杂 作 的 某 一 和 乌 , 而 依 上 而 的 不 等 式 
Ak. 
Wo (g9) >V(9) —2e, 

丽 候 全 灾 芳 的 加 法 性 , 可 得 (人 <28， 从 而 GD 一 9(0) < 2 。 
画 数 4) 是 境 醒 数 ,而 依 上 面 不 等 式 可 得 (e+0) 一 v (0) <2e, 由 
号 旗 然 6 是 任意 的 ,得 2(c 十 0) =o(o0 ,就 是 说 0(2) 一 (9) 在 人 = 
点 处 右 圳 糖 。 反之 ， 如 果 已 知 z (wy 是 右 违 糖 的 ， 那 未 依 (40) 可 得 
lgfce 十 站 一 9(9 ] <o(e 二 大 一 wo ， 而 当 正 数 上 趋向 于 零 时 , 有 有 边 
趋向 于 需 , 所 以 左 动 也 必 趋 癌 于 堆 , 于 是 证 明了 9g(%) 在 点 % 一 ce 处 
的 右 迹 篇 性 。 

钨 ”和 如果 9y(o) 在 点。 处 是 连 入 的 ， i 由 (44) 滤 
定义 的 苏 数 gs (wm) 及 gs(zw) 在 2 一 e 处 也 是 连续 的 。 显 然 对 于 左 治 
连 和 炉 也 可 得 同样 的 圭 果 。 

定理 7.， 如果 g(z) 是 圈 变 网 数 ,而 

{KX) = gi(0) — gz) {47) 
是 提 g (4) 下 成 两 增 两 数 之 差 的 甘 一 式 , 持 避 这 与 表示 法 (4 四 不 民 ， 
凑 末 对 丁 局 于 [&， 包 的 任意 4 与 8， 其 中 a<<Q，F 面 不 伺 式 必 纺 
立 : 


wv 


91(8) — gta) <g: (8) — gm); 
ga(B) —ga(a) <9(B) glo) 
我 们 只 让 明 第 一 不 等 起 以 示范 ,这 式 可 以 写成 。 。 、. 
VE +908) gO E98) I) 4) 
我 们 用 由 溃 证 法 。 发 相 度 的 不 等 式 成 立 : 
IVA) +9(B) gd) 198) go) 60- 


{48) 


如 第 一 鞭 斯 搞 勒 仿 肢 该 分 


ER -一 - 一 一 一 … 


取 区 间 [a, 8 的 一 分 割 3, 使 和 如 与 会 变 分 Va(9) 相 着 是 够 小 , 畦 
果 在 (50) 式 中 用 三 代 末 这 全 变 稻 时 不 等 式 仍然 成 辫 。 如 此 , 对 于 
党 一 分 割 od ndT< -1 和 r 一 8 可 得 


下 [以 lgGo -9 od) | +e(8) -9(0) |>91(8) -gto (1) 
另 一 方面 ,可 以 写成 
9(8) 一 go = 六 [gG ger) 1; 


rl pA 
所 以 不 等 式 (51) 可 以 写成 
让 [ly(oo) ~—g (es) | + 9 (8) —g ie: 1)] > 


> | [Lot Cx) ~— 9? (p24) 1 
左边 至 少 有 ~- 项 大 于 布 边 的 相应 项 。 蜗 这 项 的 标号 是 hope o 
.是 二 glo) —g (me-D) 149 (7) 一 9 (on)] > 


. >gi(%,) — gt (00-4) 。 + (52) 
.如果 g(zy) 一 g(zo-1) <<0, 闭 末 不等式 不 能 成 辫 , 因 为 其 左边 是 零 ， 
秃 由 于 天 (2) 是 描画 数 , 右边 是 非 负数 。 所 以 必须 设 gcp) 一 
一 9 (2y-1) >0 。 傅 此 ,不 等 式 (52) 可 以 写成 下 面 形式 : 

J 8p) — 9 Fp-1) > 9 8p) 一 pg 1 
而 焦 (47) 可 得 

一 [好 (co) — ge 1> >0， 

这 是 不 对 的 ， 因为 史 () 是 二 画 数 。 如 此 得 出 不 可 能 的 和 只 来 ， 从 
而 不 等 式 (49) 成 立 , 而 定理 证 明了 。 
依 么 式 (4 和 定义 两 十 画 数 91(z) 与 gs(o ， 井 用 (46) 招 国 变 面 
.” 数 g(w) 表 成 前 二 者 的 差 , 这 种 表示 法 通常 叶 做 国 变 画 数 天 成 本 填 


Fy 


A Pb 
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融 数 的 差 的 曙 式 。 站 所 天 的 冠 理 ， 活 项 了 : 放 式 的 两 画 数 久 及 
ga(2) 较 出 现 于 其 他 表示 法 的 岗 效 答 扼 得 悍 。 如 华 对 的 27) 及 ge 
各 加 国 一 常数 <， 中 来 二 者 的 点 并 不 改变 ， 而 筷 们 在 区 上 池 Fe， 引 1 的 
任意 部 分 [ce;, 8j 上 上 的 境 量 到 不 变 ， 着 由 把 g《8) 表 成 gs(@) 十 太 
gatz) 十 c 的 益 的 形式 仍 是 监 式 。 
注 ”两 培 商 数 内 (的 与 gao) 中 的 每 一 个 都 可 以 分 铸 皮 路 大 
数 与 这 和 粮 部 分 : 
的 人) = gua CT) + 910(®); gal2) = ga (2) + gz (2)o 
于 备 原 来 的 夯 数 ctw) 也 可 以 分 解 成 完 全 确定 的 跃 度 砚 数 及 速生 
名 分 : 
- 92) 一 FEgaa(o) ~ gaalt)1+ gre(®) 一 gac(2)]。 (5:) 
89， 轿 变 的 积 耸 阔 数 ” 和 如 果 f(z) 是 在 [eo， 99 上 这 入 的 两 数 ,过 
9(2) 是 其 上 的 力 变 两 数 , 还 末 引 用 9 (2) 败 成 瑟 填 页 数 之 莽 的 表示 
法 ,可 得 


BE) [ko —g (00-0)1= HFCED) Lgen) — 
— 91(%-1)] ~ Bf) [gz (cp ~— ga tr-1)]。 (64) 


当 无 限 地 半分 荞 部 分 区 少时 , 吉 边 的 两 和 都 有 确定 的 极 撒 ,所 以 左 


边 的 和 也 有 确定 的 极限 , 就 是 狐 , 圳 入 贞 数 估 园 变 琴 数 也 可 积分 。 
在 (64) 式 中 取 述 限 值 ,可 得 
[ra = fd- fags(o) 56) 


现在 指出 当 g(%) 是 较 变 丽 数 时 陈 壕 斯 提 勒 杰 斯 积分 性 病 时 所 应 
和 作 的 改变 。 和 如果 | 了 (2) | < 上, 那 末 


| a (éi) [y (ow) —y (ow) < 


< lg (em — 9 201) | < Lr? G)。 
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取 极 限 什 ,可 得 
| | 1 
这 公式 代 标 了 [ 引 的 公式 (24)。 还 机 让 起 [的 公式 : 
ff Vee = Bf fda, 07 
如 果 gx(%) 是 转变 两 数 ， 那 示 它 们 的 线性 组 合式 ooga(ze) 十 … 十 
中 Ungp {%) 也 是 困 恋 罚 数 。 


”就 1(%) 是 束 科 的 ,而 9 (2) 是 围 变 的 情形 考察 其 有 次 化 的 上 限 
的 斯 提 勒 杰 斯 积分 : . 


| =Lp2(n, (56) 


Fo = 7Gag@。 (58) 
识 在 证 明 准 数 (2) 是 围 变 因数。 对 于 Tc, 吕 作 和 加: 
a= S| 0a00 |。 
引用 到 式 (56) ,得 


SL > Va wy 一 了 Fat9)， 


由 此 可 得 所 要 证 明 的 。 在 9(z) 的 速 乱 点 处 ,两 数 耿 (9) 是 速 释 的 ， 
而 依 不 等 式 


wa | < Ls"), 


可 知 在 这 类 点 处 (4) 也 是 连续 的 0。 还 要 证 明 下 面 的 命题 : 如果 
/2) 与 9 (8) 在 [&, 洒 上 是 巡 秆 的 ， 而 9(%) 是 园 变 的 , 那 末 ” 


好 者 注 : 在 蒙受 积 引 [ya “2] 的 情形 下 ,和 1 了 (四 可 积 妇 , 则 (0) = 斤 /() 弄 澡 
”是 连 娘 而 数 .光一 性 痪 实 依 籽 子 (2 的 吉 炸 性 , 划 售 a 一 一 汪 5 一- 十 1, 当 z<0 时 go 一 
一 0 而 当 z>>0 时 9g(o) 一 而 /人 Dl 则 2 = 18)dz(D 在 z=0 趟 是 加 断 的 。 


5 时 和 旬 旨 尺 斯 机 分 的 在 漠 Bi 


& Wi ey Pe Fe i i 
| {rt | 站 DT 一 | 的 Ta (60) 
JP i - 9 


江 舌 瑟 1 入 基 培 面 数 的 情 彤 坪 时 就 条 了 。 对 于 459 左边 积分 乍 
和 
m= oe F000, 
看 依 中 利害 理 [4]: . 
= (EF (EL) [9 Cr) — 9 wx) 1 (601 
所 名 与 和 局 杆 同 - -部 分 区 间 ， 而 与 让 明 [ 分 中 的 (9 ) 时 一 样 ， 斌 
雯 计 其 在 公 54009 中 右边 约 和 以 (59) 式 在 边 的 积分 值 为 椰 限 ， 千 
是 59) 碟 靳 二 六 、- 
10、 新 视 劲 术 斯 积分 的 安 在 我们- - 直 只 旁 庶 了 速 逢 西数 了) 信 垃 栈 
数 2 人世 供 刘 变 病 数 移 斯 提 勒 术 斯 积分 。 现 在 讨论 斯 提 勒 杰 斯 积分 存在 恤 
< 条 件 。 号 
首先 广 塌 在 这 问 厦 中 分 部 积分 公式 的 作用 5723。 以 前 营 证 明 ， 由 这 公式 
中 -一 个 各 分 的 存 磷 可 以 全 上 出 易 一 个 的 存在 。. 货 如 我 们 已 知 任意 述 第 苏 数 
7( 吃 优 生意 罚 杰 两 数 20 可 自分 的 。 反 之 ， 优 上 壕 公 式 , 网 当 图 数 俯 迹 铂 
要 装 出 基本 积分 的 : 
现在 证 明 刀 个 简 久 定理, 它们 就 Fo) 及 9 人 都 是 有 办 两 数 的 捕 悄 而 苍 
及 芭 祝 分 的 条 任 ， 
定理 1， 各 果 J 人 是 不 让 网 数 ， 而 人 的 菏 二 并 断 点 J gf) 的 一 央 断 
息 更 例 ; 屠 未 /个 代 4 (的 类 提 晶 杰 斯 真 分 不 在 在， 
设 z=c 是 所 0) 与 gz) 的 公共 半 断 点 ， 而 为 了 明确 起 见 ， 设 " 基 位 于 区 
得 [ey 如 之 内 的 ; 持 弛 用 不 以 e 为 分 制 点 的 那些 分 [oy 站 为 部 分 的 分 割 。 洒 
岩 10 式 的 和 中 各 户 于 包含 < 不 的 部 分 区 膨 的 那 项 ， 访 项 由 9 人 ro 一 g (9%.1) 
差 值 不 小 村 gz) 在 ?=e 点 的 路 度 , 而 其 入 (Vi - mx) 也 必 大 于 -个 确定 下 
数 , 因 为 YC 乔 6 上 此 是 不 这 米 的 ，。 如 此 出 正 项 所 玲 成 闻 硬 1 人 6 沁 - 夸 陛 地 尊 
分 谢 区 并 时 井 不 趋向 子 零 ,所 以 /ao) 依 gt) 的 积分 不 存在 。 
不 识 y(0) 中 不 减 西 数 也 这 以 评 妇 这 定 直 ， 
定理 32。 加 里 了 (是 在 问 关 [9 如 .的 有 办 丙 数 ;而 不 减 图 数 g 2) 娄 示 
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大 两 个 下 大国 数 之 和 的 弄 基 ， 4 二 十 Do(2)， 闭 来 关 人 全 49(2) 的 积分 
存在 的 必要 日 充分 的 笨 件 力 是 了 9) 做 ( 习 写 开 (DD) 依 gt) 的 琪 分 好 在 


eb 


在 [3 引 由 已 潮 到 , 了 (2) 佐 9 (2) 的 积分 存在 的 必 又 是 这 分 的 条 件 力 是 由 糯 
和 刍 项 所 粗 成 的 和 


So ema [gen) ~eees-D] C61) 


当 无 限 地 类 分 [a; 轧 时 趋向 于 霍 。 在 现在 科 论 的 情形 中 , 这 和 分解 成 两 个 由 
非 质 项 所 戚 的 和 : 


Bm [oe gD1= SE Asm [gre) ~ pues-01+ 


中 总 (HE — mp) Easy) 一 9a(cz-D)]， 


谭 和 (63) 趋向 于 荨 的 必要 六 光 分 的 条 件 乃 趾 上 面 公式 中 右边 的 两 和 趋向 竺 
等; 于 是 定理 证 明了 。 如 果 /om 优 纺 分 是 可 积分 的 , 那 末 公式 03) 成立 


Pra = Fes)dg 6s) + {F(a9sts)。 


、、 话 然 非 碱 贾 数 g(z) 分 解 成 茎 度 融 数 9z(z) 与 其 速 秆 部 分 9.02) ) 我 们 可 
以 把 F(z) 依 y( 凡 的 积分 存在 的 问题 当 糙 成 7 2) 依 94(m) 及 f(z) 依 g(x) 的 
穆 分 东 在 的 淹 题 。 癌 果 定 理 1 中 所 撑 的 可 积分 注 必要 条 性 满足 ,就 是 吻 / (区 
的 并 新 点 与 9(z) 的 并 新 ， 点 不 重合 ， 郑 末 可 以 证 明 /49) 信 ou (是 可 积分 的 ， 
序 下 列 定理 成 立 : 

定理 3. 如 果 有 和 众 网 数 Fa 的 关 产 ， 点 不 十 gu (2) 的 曾 浙 点 重合 , 于 未 
了 (2) 依 94(?) 的 积分 存在 ,并 县 可 以 由 公式 (85) 表示。 

斌 然 估 条 件 了 (z) 在 cx 请 点 处 是 速 护 的 , 井 且 了 (z) 是 有 和 异 的 , 那 末 如 .上 
面 一 梯 , 害 于 任 淹 的 有 益 的 加， 公式 (37) 不 立 ， 而 由 数 了 (cw)Y 所 成 的 般 教 猎 
对 收 俄 。 用 4 卖 孙 这 摇 数 之 和 。 作 并 与 对 于 了 (2) 依 ga(z) 的 积分 所 作 的 和 0 . 
没 流 , 灶 安 成 下 面 形 式 : 


4 一 训 fD [9alxx) ~ ge co-[- 总 fw ?| 十 


A -co]- 
~ 名 /mw [ra (0) 一 rm (Ege1) Je (62) 


:~ 
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首先 国定 一 个 大 数 ;使 对 于 夫 定 的 正 数 e， 下 面 的 不 等 式 成 立 ; 
14 一 f(D Yl < Orm(r) Eo | 
1 
依 此 ,因为 f(x)| < 二 可 得 
[fd [ra(ep 一 ra(ea-D]| Lr ra Le 


注 窟 (37) ,可 知 固定 了 m, 并 足够 地 短 分 区 并 时 , (52) 中 帮 边 的 第 和 二 项 依 家 对 
舱 小 于 s。 如 此 当 足 够 地 绪 分 区 间 时 ,可 依 (62) 得 
- Aosl sse (2 +5), 

而 退 然 :是 任意 的 ;可知 了 {2z) 依 94(?) 是 可 积分 的 ， 并 有 这 积分 出 公开 (36) 让 
未 ,于 是 举 理 证 明了 。 

如 上 比 ;如 果 定 理 1 中 可 积分 性 的 必 痪 短 件 满足 , 那 示 (32) 依 9 分 的 如 积 
分 人 往 阅 题 归 焙 威 了 (#3) 依 9.( 罗 的 可 积分 性 问题 。 如果; 比如 栈 ; 了 (多 是 塌 医 
数 , 或 是 面谈 歼 数 ， 那 末 了 (%) 依 go 人 2) 的 积分 存在 可 由 分 部 积分 公式 得 出 ; 因 
为 98。 (中 基 回 校 的 。 

魂 在 榴 述 7z) 恢 9ofz) 了 的 可 积分 性 的 必 鸡 日 充 分 的 条 件 , 而 不 力 旺 明 : 对 
于 任意 斋 定 的 正 数 sy， 可 以 用 有 旁 多 或 可 数 无 穷 多 区 并 Eery bo]( 这 些 区 章 可 
取石 相 骆 复 ) 抬 六 四 的 陪 煌 点 盖 起 ,并 以 


久 [get 一 gefez)]<so 
到 此 为 止 , 在 所 诗 脸 的 情形 中 一 下 家 9 是 不 央 男 数 。 玩 存 设 g( 是、 
国 变 图 效 。 股 有 这 图 数 的 分 解 典 起 (45) 分 解 式 (47)。 对 于 gi(z) 与 
(7) 作 盖 什 Ss 一 5a? | 


Ba~—sa= | (ME— myx) [gr (LE) ~ G1 TE)]S 


的 一 的 i me) Lo? ap) ~9 (rp-1)]o 


症 上 阐 巳 破 肴 到 ， - 
Trp) gr {EEA) IT (CK) 一 9 (Lp-1) 
所 以 当 无 限 地 看 分 区 丙 时 由 咏 一 扫 一 0 可知 95 一 2 一 0 就 是 设 如 果 轿 数 
了 2) 做 六 (人 是 可 积分 的 , 那 栗 它 傅 ga(z) 也是 可 积分 的 。 局 全 ;如 各 .Pa 会 
H(z) 是 可 积分 的 , 那 末 它 依 9a{ 妇 也 是 可 积分 的 。 逆 你 题 不 成 立 ， 这 是 可 以 
国明 的 。 如 此 ,检验 jz) 侠 9 的 可 积分 慎 就 基 奏 上 彤 (ze) 会 91(2) 与 gs(z) 


3 馆 一 这 斯 提 物 守 扬 积分 


的 可 积分 性 。 加 时 证 明了 了 (2w) 俱 gl7) 与 侠 ga(z) 是 可 积分 的 ， 那 末了 《2%) 依 
8 宫 的 积分 也 居 和 存在 航 ; 引用 可 说 诺 公 式 (59) 到 示 出 来。 我们 已 知 ; 了 (x) 依 
各 (2) 与 依 F&( 们 的 可 积分 人生 人 与 它 人 共同 数 v9) = 二 g(x) 十 ga (32) 的 可 积分 性 是 网 
效 笃 ,而 依 人 4 委 这 西数 等 于 在 区 闻 [ey 省 小 的 对 变 分 开 (9)。 和 如 此 ;如果 了 (x) 
傅 增 葬 数 mt 可 积分 , 那 末 它 依 %( 四 也 可 积分 。 
11. 斯 提 翰 发 斯 积分 号 下 入 柱 限 在 本 节 中 及 在 下 志和 池 巾 将 陈 先 几 
个 定理 , 葵 及 站 靳 提 革 天 所 积分 号 -下 取 宣 限 值 。 我 们 在 以 前 已 粘 有 过 一 个 玉 
-种 定理 了 。 它 请 到 可 积分 的 图 数 序 列 - 臻 地 收效 于 熏 限 焕 数 (zx) 的 情形 。 
襄 六 (是 在 Lay 四 区 间 上 过 夭 的， 而 fi (1) 一 了 (3) 丰 [8&y 站 小 一 狼 地 收 状 ， 
9(2) 在 [xy 四 上 是 阅 恋 疼 数 。 依 [及 公开 15 可知 


Ci 
ln | fudges) = fr) dg 6), (63) 


现在 证 明 这 命题 的 区 个 简 坚 的 推广 ;并 只 距 于 阐 前 无 浴 区 兵 。 

定理 t， 宙 f(r) 在 [~ 十 w] 内 基 速 逢 的 , 并 可 它们 以 同一 个 与 
死 甘 的 数 为 是 : | 六 (is 人 在 任意 的 有 穷 区 向 上 都 一- 私 地 -yz) ,而 
2 是 在 区 间 【一 coy 十] .FE 的 癌变 两 数 , 并 在 这 区 阳 项 奖 虹 速 款 的 。 如 
此 :对 于 区 于 [一 ce 中 ce 公式 (03) 也 成 立 。 

画 数 Cr) 在 [- so， 二 co 内 部 是 这 炉 的 , 并且 是 有 异 的 》 所 以 依 g( 四 是 
可 积分 的 。 注 窟 9 在 区 向 两 端 都 是 过 秆 的 ,所 以 它 的 全 变 分 也 如 此 。 飞 注 
塌 j7o 一 户 ( | 兰 27， 所 以 引用 (56) 可 证 对 于 I 必 有 一 正 
数 半 存在 ,使 对 于 任 埠 # 


. [fz -Play|<el 站 [re paar | eo 


-在 区 了 并 [一 人， 上 4 中 极限 了 (7) 一 了 (9) 是 - 逆 坟 , 因此 依 上 面 提 过 的 定 
理 ) 对 于 -~… 合 是 过 大 的 烧 ; 


(fe =f ap) [< | 


:38, 


所 以 [AA 


内 此 ， 络 伏 * 是 任 训 的 ， 可 得 只 要 永明 的 定理 。 现 在 对 于 下 面 情形 旋 阴 类 似 
的 定理 : 即 改 酌 数 r() 在 区 有限 [ 一 池 ， 十 ce 上 汇 界 ,而 在 这 区 关 所 取 的 积分 
是 三 义 积 分 。 
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定理 2， 谣 /, (2%) 在 [一 号， + <] 内 部 连续 ,而 广义 积分 


SA 


站 mapa= Hin fot)a9 0), ”60 
bri" 


对 于 ”一 致 地 存 存 ， f(x) 在 标 意 的 有 委 区 间 中 - 致 地 收 仑 于 了 (x)， g(x) 在 
任 刘 的 有 淮 区 肛 内 部 是 阳 变 酷 数 。 如 此 基 了 (2) 伍 g(x) 产 区 半 上 [一 02 十】 
上 的 (六) 积分 存在 ,并 有 日 (63) 式 成 立 。 . 

两 数 Cn) 在 任意 有 穷 区 卫 由 是 速 千 风 , 并 在 这 样 的 区 并 中 依 9(z) 是 可 
积分 的 。 现 在 亦 明 它 俩 无 客 区 闻 也 下 各 分。 证 = 是 珀 定 的 正 数 。 困 为 积分 
(6 对 于 如 是 -- 狼 收 仑 的 ， - 定 存 在 正 数 4， 使 对 于 位 于 [一 生 ) 十 姑 ] 外 的 丘 
意 区 肢 [7， 吾 中 与 任意 的 数 


| 六 emp 人 | Eo . (65) 


以 车 种 方式 固定 B' 与 8", 使 区 阳 [A"，Bo] 们 于 5 4 十 酉 外。 和 如此, 由 于 
在 区 并 [B', B"] 闪 (2) 一 xf (2) 是 至 轨 化 ,对 于 足够 天 的 必 可 使 


[A |<, C60) 


注 六 显然 的 等 式 
{rove = 人 7 (x) gy (7) + tr) fx)Jay(s) 
了 i br A 四 二 
兰 侠 (65) 与 (66) 可 得 


fag |<2s, 
出 址 力 知 7(2) 在 [一 ,十 0] 上 依 gC7) 的 积分 存在 。 为 了 证 明 公 式 (63) ;只 
须 注意 ,在 足 够 远 的 区 屠 .F, 差 了 (2) 一 记 (2) 的 积分 的 移 对 僻 成 为 任意 小 ; 而 
在 有 和 宅 区 并 .上 , 妆 了 到 # 足够 大 时 , 依 f(4; 对 于 (4) 的 一 到 收 敦 性 ,这 差 的 积 
分 也 成 为 任 读 小 。 

注意 , 存 有 穷 区 间 的 情形 ; 对 于 公民 1) 的 成 站 天 不 须 朋 (7). . 狼 枚 
煞 于 了 (xz) 。 内 须 设 加 种 丽 数 (趋向 下 浊 镇 曾 数 六 (1) , 同时 与 如 无 关 地 
有 界 ， 就 是 谣 存 在 -个 正 数 大, 使 对 于 仔 意 # 与 [ay 门 中 任意 的 z 不等式 ， 
Lt) [ 志 二 都 威 让。 我 们 疾 永 丰 呆 以 后 三明 这 命 吓 。 

的 黑 利 定理 ”现在 考察 积分 图 数 g(x) 空 化 时 取 榴 限 乱 的 定理 。 首先 
”研究 园 恋 网 数 趋向 于 概 限 办 数 的 沿 题 。 襄 gutz) 是 区 间 [a; 妇 上 的 团 变 本 数 
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让 1; 拜 县 这 些 酌 数 的 变 分 都 以 岗 - -个 与 #4 元 关 的 数 工 为 异 : 
Vag) Lo (87) 


贞 g 9n(2) 在 区 间 [ay 四 的 每 外 趋同 于 极限 图 莎 5g (x) ; 面 效 标 限 区 数 是 有 有 和 穷 


全 的 。 不 双 和 着 出 , 琐 数 9(z) 是 辕 变 测 数 。 素 实 上 上 , 对 于 国 数 Co 和 元 满 


足 
vn AAC <z， 
由 此 ; 取 鳞 限 , 可 得 丽 数 go) 的 和 鼠 满 足 
b= 六 lg 人 co -gre-D | Ly 


由 此 可 知 9() 的 变 分 也 不 大 于 三。 如 果 西 数 gn (2) 不 是 在 区 天 [ay 友 于 -- 切 
点 时 趋向 于 玫 数 94a)， 而 只 是 在 到 处 释 富 的 所 zx(%=1) 2 3 …) 所 租 成 的 入 
合 上 , 邢 末 已 锤 不 能 汤 定 丽 数 9 是 辣 襟 射 数 了 由。 以 后 , 在 所 襄 的 入 形 
下 ,我 们 将 该 画 数 9( 轨 是 曾 变 酷 数 。 注 总 所 计 挟 wx 所 租 成 的 集合 8 在 [as 站 
彤 到 处 舟 窗 , 是 指 区 于 Fe b] 的 任 夸 部 分 区 癌 都 包含 器 于 4 的 泡 穷 个 点 。 说 
9n(?) 是 夫 图 数 序 列 ) 而 这 序列 在 [a, 中 的 每 一 点 收 仇 于 标 限 图 数 9(*) ;后 者 
的 值 郁 是 有 和 穷 的 。 如 此 凤 棣 限 酷 数 也 是 增 的 所 以 是 回 变 商 数 。 现 在 本 明 下 
面 的 定型 : 
”定理 芋 ， 如 果 区 区 Fa 5 的 境 网 秀 ga(z) 在 到 处 再 窒 的 点 集合 上 上 收 
煞 于 网 数 4(x)， i 不 gn) 在 [ay 总 内 部 牌 个 9(z) 的 速 炉 点 处 也 都 收 做 于 
KAGE 
识 z0o 是 9(?) 的 思科 点 ;而 x 与 z* 是 集合 中 的 点 ;各 在 各 之 左 与 右 ,就 
是 设 2<zo<2z"m 。 那 未 gx(2 9gn(zo) gn《z") 所 以 
9 一 gf ) 全 9) 一 9a(23) SIF) 一 grf3)s 
这 不 等 式 可 以 改 成 下 而 形式 : 
Eg(zo) 一 gz 十 [9 ~ 9n {2") ge0) ~ gn (Ko) & 
<[y{r0) — gl) + 9m) ~ gh’) 1 (08) 
带 : 是 价 害 的 正 数 。 点 民 与 2" 是 你 让 信介 5 的 面 后 营 在 [ex 1 中 到 处 狗 
路 ,所 以 可 以 了 到 江 与 直下 0 是 够 近 , 使 |9《xe) 一 gr) < #3 [g(r0) 一 


名 震 者 注 ; 例如 没 4a=0. 2D=I， 所 询 到 处 向 密 的 可 数 全 合 瑟 基 有理 点 第 合 ,而 
gn( 中 二 1, 9( 放 是 8 的 特征 亚 效 ， 那 案 9gn(z) 在 台 上 一 9 而 9r(z) 的 变 分 部 是 党 ， 
外 和信 不 是 哆 变 亢 和 数 。 


a 
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一 9(5)1<e, 因 为 是 gz) 的 速生 上 Xo。 如 此 固定 了 ?与 2 那 赤 对 于 一 -: 沪 
是 够 大 的 ny 不等式 jg(z) 一 gn(z) | <8 与 19 4x) 一 gn(2")| <s 成 立 , 因 为 全 
上 鳞 允 及 2 处 gt) 收 禾 了 玉 9(z)。 由 这 些 不 等 式 与 不 等 式 (68) 可 克拉 得 下 曾 
的 不 等 式 : : 


— 29 {x0) ~ gn(r0) 三 十 25， 
由 此 , 饥 然 5 是 任意 的 , 可 知 go(x0)->9(76)。 现 在 陈 这 关 于 取 郴 限 什 的 站 -本 
定理 。 
定理 2 ( 黑 和 ) ， 弄 了 (让 [ay 5] 上古 巡 第 的 ; gw(e) 是 固 亚 的， 共 变 分 
风 (go) 不 环卫 蕉 数 工 而 上 与 4 无 美 ; 浊 且 在 fq) 办 的 一 茹 点 处 ;4x(2- 这 
祈 4() 起 此 其 下面 公式 成 立 : 


3 4 由 
lim | ra 全 一 | 7 人。 (64) 


上 而 忆 指 出 , 醒 数 9 是 出 变 栈 数 ,所 以 了 (中 全 9(e) 是 可 积分 的 。 分 基 
区 则 4=z0<<… <rmas<amwb 成 部 分 ,并 写 出 最 然 的 公式 : 


> f(x) dg (ls) = 3 fr)ag (x) = 
bs 1 i421 
> | [zx) ~f rg) dag (tr) + 2 f co dg(x), 


就 是 家 
i700 = £76) -F019 (+ fw ose) -goto 


《70) 


区。 是 抽 的 正教 ， 可 以 到 从 革 -和 分 [ay 可 为 分 的 分 拓 ， 合 对 于 任意 的 
,ia ~ 了 5D | <e 。 这 是 过 拉 由 (am) 在 fi 菇 中 的 一 至 束 搞 性 而 推出 的 。 
有 
| 太 Deo -rep]aelo eB), 


mx | Fa -Gwe) |<e 扩 ? 0) 


就 是 苛 | [7 -0a | evag) er, 
公式 479) 可 以 依 直面 所 取 定 的 分 制 写成 
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一 一 oO 


ff dg 20eL+ B f on {olen -gc 
“而 16| 志 1 。 用 闻 样 推 邢 法 可 得 
ff apt) 0ne5 Fr [onan) -tm 
而 |.| <1。 逐 项 相 减 得 
friwaocs) — [fade) = 


= (0—0) ett Df {olan) 一 ze 一 


— [9 1) — On 2) yo 


点 亚 已 经 取 定 ,出 于 gr (在 洪 由 点 和 还 收 部 于 90 ;对 本 一 绍 足够 大 的 4, .上 


面 公 式 中 的 种 依 艳 对 值 小 于 6。 如 目 , 扩 上 起 ; 济 于 足够 大 的 
reas) 7 00a9t®) | -eC2L+D, 


就 然 。 是 任意 的 ,可 得 (69)。 

泾 识 gn(x) 并 不 是 在 [e; 门 中 到处 收 交 于 gz)， 而 只 是 在 到 处 秽 密 的 
点 集合 上 收 租 ， 并 日 柄 区 间 的 两 堪 也 在 这 集合 里 ， 又 屋 三 限 效 数 9 (*) 是 固 变 
画 数 。 如 此 由 和 姑 果 分 类 点 六 到 碎 回 了 这 修 合 的 点 ;以 使 of2) 一 900， 那 末 
前 向 的 十 明 依然 有 效 , 而 与 以 前 -- 样 可 得 会 式 (69) 。 现 在 推广 证 明 了 的 定 
理 , 与 在 [LD 中 的 挫 广 类 似 。 

”定理 3， 讼 4) 在 区 下 [一 ,十 ] 内 闻 速 往 ; 并 日 有 界 , gu (*) 及 gg 人 x) 
部 是 [一 吕 ; 十 习 ] 上 四 夫 国 数 ;于 在 这 区 奖 的 两 端 束 各; ga)->g() 企 [一 >， 
二 吕 ] 十 到 处 秽 密 的 点 焦 食 上 成 立 : 特别 在 区 间 的 两 瑞 上 也 成 立 。 知 此 划 下 


~ bm fa0 0) = | 0), . (01) 


注意 在 这 依 形 下 ;gi 人 0 的 信 变 分 守 二 grt 二 >) 一 g( 一 9) 而 由 定理 的 
条 件 ， 交接 可 知 这 些 全 变 分 部 不 大 于 定数 工 ) 而 工 是 与 汇 关 的 。 /cz) 做 
yk) 4 的 积分 本 从。 为 了 信 计 这 防 积 分 的 淮 ， 把 积分 区 朋 分 基 成 三 部 
分 :一 sy Ca 中 ;55D; 十 吕 03 而 49，b 是 属 玉 便 g4(2)~>947) 的 点 所 粗 成 
欧 集 合 ; - 


拉 ， 克利 定 理 人 各 


[we (x) = fag {zx) [< | 


ne es May (人 


图 数 / (x) 是 有 界 的 ,就 是 就 | 了 (+) 1 -<<7.。 ra 
| reaga =) featn LAEo(e) ~96— oo)]+ 


十 -9n(9) 一 gr( 一 co)]}》， 
我 们 可 以 写成 下 式 : - 


-人 js<ztrm-g( 一 =)]+[fo(ao gO + [~ gn oo)D. 


利于 9 人 x) 在 >= 一 ce 处 的 沉 粮 禾 , 可 以 选 定 足 够 近 于 (一 ) 的 a) 使 下 
准 值 9(9 一 9g( 一品 ) 小 于 任 帝 预定 的 正 数 。 好 此 国定 了 ay 再 留 窜 当 nn 由 赵 . 
大 时 ， 痰 值 gska? 一 g (0) 与 4( 一 2) 一 gn( 一 吕 ) 的 松 对 秆 也 可 以 砧 为 任 定 小 。 
完全 同样 地 可 以 处 理 公 式 (72) 厂 边 的 第 三 项 ， 如 此 ,对 于 任意 预定 的 正 远 - 
zy 可 以 选 定 上 迹 郑 企 [ 一 = 十 吕 0] 上 到 处 向 窜 的 集合 中 的 点 a 与 by 使 全 斌 
(721 有 有 边 交 第 -与 第 二 项 对 于 一 团 足 迄 人 的 # 都 小 于 s。 在 有 和 穷 区 尚 La 加 
可 以 5 用 上 而 钙 骨 了 的 定理 , 就 是 襄 (72) 古 边 第 二 项 对 于 一 切 足 够 大 的 者 
小 手 & 。 如 此 (7 全 的 太 等 式 的 左边 对 于 一 茹 足够 大 的 小 于 38; 由 此 ,因为 
s 是 任 次 的 ;可 得 公式 (711。 

现在 陈 这 定 环 2 的 第 二 推广 ;而 这 是 关于 广义 斯 提 勒 术 斯 积分 的 。 

定理 2， 裔 了 (2) 在 区 并 [ 一 “十 中 J 内 束 搜 ;9a(7) 与 4(" 是 并 这 区 肝 
上 网 变 的 ,并 助 (7) 的 灾 分 不 超过 其 一 与 * 无 关 汐 数 、 又 设 gn 人 zx) 一 g (3) 站 
[一 ce， 十 so] 内 -一 到 处 短路 的 集 食 上 成 六 ,而 六 义 积 分 


Fe CE) 人) = 让 了 CE (C2) o 


对 于 是 笋 收 全 的 。 那 到 了 ( 和 cy 土改 ] 上 可 各 分; 而 公式 
7 成 立 、 


谢 # 是 贷 定 的 正 数 。 存 在- 正 数 4 鱼 于 任意 位 于 [一 4 二 4] 外 的 区 
彤 [3”]， 


Br 
fF F(x) dg (1) |e (73) 
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图 窥 了 任 太 的 如 此 区 表 [3"， 3 着 写 出 电 多 的 不 等 式 ; 
[Frewa@ | | far) |+ | frac -fr aon) |, 
依 定 理 4, 可 以 到 大 数 % 僻 右 边 第 二 项 小 于 e。 如 此 由 (73) 可 以 立 测 扒 得 
(fr wa) | 2 


因为 是 任意 的 ,这 不 等 式 证 明了 了 (zx) 在 [一 oe; + 9] 上 依 g(x) 的 积分 存在 。 
公式 (7 也 可 以 与 上 而 一 样 地 把 区 而 [- s， + oo] 分 成 三 部 分 而 得 到 证 明 。 

芭 ， 郊 天 原理 ” 设 有 -实数 的 无 劣 集 合 , 并 股 基 中 嫉 数 的 秀 对 值 木 超过 
汪 一 确定 的 正 数 。 我 出 知 道 , 如 此 划 从 这 数 策 中 芋 驴 无 汶 序 列 os 可 以 选取 
部 分 序列 an,; 而 后 省 趋 队 于 被 限 [IIs 89]。 同 样 对 于 所 入 集合 的 任官 部 分 可 
民 作 同样 类 洽 。 这 命题 可 访 中 做 对 于 依 息 对 什 有 界 的 实数 集合 的 选取 原理 。 
同样 的 选取 项 理 对 于 优秀 对 值 有 界 的 算数 嘛 合 出 成 立 。 为 了 狂 阴 这 点 ， 只 须 
”把 选取 原理 分 别 地 应 用 于 实数 与 庶 数 部 分 [ 夫 。 涉 取 原理 在 某 上 条 件 之 下 

也 可 以 培 用 于 某 此 加 数 航 集合 。 我 休 将 陈述 丙种 这 样 的 进取 原理 。 其 中 一 

个 是 关于 菜 种 加 变 疼 数 的 集合 的 ， 另 一 个 是 关于 束 梓 两 数 的 集合 的 ， 音 先 把 
第 一 个 选 下 原理 陈 迹 成 下 列 定理 :; 

定理 1 ( 黑 利 ) . 没 Z 是 一 和 集合) 其 中 的 元 是 区 阅 [cy 中 ( 才 缴 或 所 为) 上 的 
转变 天 数 4g( 纪 1 着 且 春 在 一 正 数 工 , 使 凡 属于 这 集合 & 的 部 数 g (x) 者 满足 他 都 满 足 
下 列 不 等 式 : 


[sgt | lE; rR 2 (9) <Ly (74) 
就 是 陪 : 胸 数 .9 (优秀 对 乱 是 有 虹 的 7 而 而 它 生 在 E [wy b] 上 的 变 分 也 以 某 一 定 
数 为 四 。 如 此 导 内 集合 & 中 的 任意 无 汶 画 高 无 为 本 数 让 列 Fn (2) 星 可 以 还 取 一 部 分 序 
到 ?使 在 [ay 门 的 一 茹 点 处 米 向 于 茶 一 | 二 其 一 因 变 泣 狼 4 由 下 4 (2)。 


只 须 鞍 明 可 以 取出 部 分 序列 gn,《2), 便 在 一 切 点 处 这 部 分 序 列 超 向 于 术 


限 隐 数 。 如 趾 , 佐 害 理 中 的 条 作 , 并 依 [121 中 所 述 的 ， 人 
蜀 变 图 数 。 许 人 先 酝 明 两 个 辅助 定理 。 

赭 屿 定理 4， 如 果 有 -图 数 疗 烈 让 (2%); 其 中 每 一 国 | -页 数 是 将 义 于 [ew 加 四 
心 , 兰 伏 稻 对 和合 是 以 同一 数 工 为 异 的, 那 示 由 这 序列 可 以 达到 出 一 部 分 酌 数 
永 2, 使 注 部 分 床 烈 在 属 了 [2 加 并 焉 先 论 定 的 可 教 多 个 点 区 (二 开 2932 
处 收敛 。 

”全 定理 中 的 条 件 ,一 切 数 f(zz) 依 站 对 储 是 为 数 荆 所 界 的 。 所 以 可 以 先 


于 、 进 卡 厦 再 ' 各 


取 一 部 分 序列 
ge) sy FH C5) FE CT) «0 (75) 
使 这 部 分 序列 在 点 zx 和 您 坡 做 。 如 果 人 在 (75) 的 两 装 中 全 x=sa， 那 来 得 
数 的 序列 了 志 (zw) ; 依 欧 尘 御 以 工 为 愉 。 因此 思 00 人 中 的 本 数 序 列 厅 以 选 到 
出 一 -部 分 序列 . 
{2)s 12 (2), fe (0) yy 《76) 
使 这 邵 分 序列 在 *= za 处 也 收 敏 。 这 序列 昂 是 (75) 中 序列 的 部 分 序列 ， 当然 
在 zx= sa 处 也 收 总 。 合 z 一 za 则 了 如 (qs) 依 臣 对 值 也 < 二 ;所 以 从 (76) 的 序列 
中 可 以 选 芭 一 新 部 分 序列 , | 
| FE 2), FET) fv), eo, - (77) 


使 它 在 X=z1 2 一 zay 2 一 2 三 点 处 都 收 佣 。 称 扩 如 此 作法 ;可 得 序列 
a), FE RE) FE ER) m1 2 3，…)， (78) 


该 序列 在 点 =zy 7 一 2 py 2 一 zw 处 都 收 航 。 由 (75) 到 第 一 莉 数 ) 出 (76) 
取 第 二 两 数 ,…, 一般 地 由 (78) 取 第 mw 个 栈 数 ,而 得 新 序列 : 

FD = (0) FO x) = FP C7), fC) 一 (人 , 

FO 8) =f (2) ,+o (79) 
现在 起 明 这 序列 在 任 泡 点 zx=zx 处 部 收 敏 。 事 实 上 ， 取 点 < 二 zy 。(79) 中 从 
第 四 = 项 以 后 的 疾 数 ,就 是 向 , 订 数 
FOOD) = FE) FHHD (8) = RD C2) 1 《80) 

侠 上 夯 的 作法 力 是 在 (78) 四 全 疾 二 所 得 丙 狼 序列 的 部 分 序列 ， 所 以 在 (80) 
中 全 2 一 各 时 可 得 收 全 的 装 庄 询 ) 就 是 毅 而 煞 序 列 (89) 在 = 各 处 收 竹 。 如 
此 可 知 (79) 就 是 其 要 找 的 说 分 序列 ,而 和 到 完 现 王 明了 。 

在 证 其 汉 驼 二 定 班 时 , 求 在 一 切 虚 z=-zg 站 有 收 化 的 于 数 序列 的 方法 是 黎 
对 角 相 三 法 。 芝 并 不 是 一 个 物 思 的 方法 ,只 具有 毗 理 论 的 价 纺 而 已 。 

款 助 定理 2， 如果 月 一 函数 序列 和 (oz), 共 中 短 个 苑 数 在 区 则 [a 中 上 
荐 二 罗 数 ,类 伯 想 对 什 息 半数 工 为 办， 产 未 从 这 序列 中 可 以 逻 取 ~- 导 分 序 
到 ;使 这 部 分 序列 在 [cy 可 本 一- 区 点 处 收 笋 。 

取 Ca 如 区 半 的 在 哎 2=a; 天 取 [wy 刀 中 挠 坐标 为 有 理 数 的 一 切 点 , 而 
作成 [ay 到 中 的 -一 个 可 数 华 合 fzzy。 

这 和 集合 在 [a 加 中 是 到 处 码 省 的 。 馈 圩 动 定理 1, 可 以 取 序列 及 ) 的 一 
个 部 分 序列 (2) ， 使 甩 莫 在 一 加 下 wr 处 收 敏 。 如 此 有 -- 醒 限 范 数 ,只 定义 
于 诸 点 wz 处 。 候 腿 下 壕 方式 把 它 扩 度 到 区 饭 [ay 杂 的 共 他 点 处 。 如 果 z 是 


i 
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区 并 [ey 四 的 一 点 ; 癣 不 与 任何 7 相同 ;可 以 会 h() 等 于 在 - - 切 售 也 点 
左边 的 所 点 外 的 (2) 储 的 上 销 奉 : 
hz)= a (rr} o 


如 此 定义 的 图 数 育 (2) 显然 是 在 -K， 的 有 有 全 增 [ 到 数 .， 它 只 能 有 有 劣 多 或 可 数 


矶 上 穷 多 个 六 断 点 ] 8 £29…。 宕 - - 翅 点 x 好 ,序列 hn) 趋 | 人 D 于 B(x) , Mi XE 
纵 成 [e, 轧 中 的 - -个 到 外 网 窗 的 集合 。 依 [1 习 中 的 定理 1 f(z) 必 在 Lia, 站 


的 和 (zw) 的 =- 急 可 续 点 处 收 化 于 h(a)。 如 此 (2) 不 收 钱 于 有 (x) 内 在 区 数 


B09) 的 用 上 断 蕊 #1 处 以 及 区 章 的 右 问 于 可 能 。 再 对 于 序列 有 hi.(x) 例 情 助 定 理 - 
1 渤 取 部 分 证 列 ,可 使 后 者 在 一 切 点 处 收 阁 ,村 是 趟 明 了 需 助 定理 2 。 

现在 个 难 让 明 越 本 定 邢 1 。 凡 移 于 策 合 & 的 图 变现 狼 g(x) 可 以 吉成 两 
个 中 男 数 的 益 : 


9 = rg +o] —- DEF a9) ~ y (2)], (81) 


而 依 (74)， i 工 。 引 用 辅助 定理 2, 可知 由 示 
列 m(z) 可 以 逃 永 -部 分 序列 ， 后 (3) 式 右边 被 沽 项 在 [ay 中 的 一 
切 点 处 收 语 于 付 限 羡 数 。 瑚 引用 - -次 拷 助 定理 2 可 知 由 刚才 所 得 的 序列 中 
又 可 进取 一 -部 分 序列 ,使 Re er pie [a 中 的 一 幻 
点 处 收 伊 半 醒 限 羡 数 。 如 此 得 下 了 部 分 序列 J, Co， 后 在 [ [a 四 的 - -名 点 
处 收 误 于 昼 限 西数 ， en 了 。 
考 . 渤 取 原理 ( 粮 ) 计 了 (2) 是 有 和 穷 区 并 [a; 3] 上 的 如 秆 画 煞 。 我 个 知 
它 在 这 区 上 开 上 也 是 ~- 致 连 迷 的 , 就 是 设 , 对 于 任意 锣 定 的 正 狼 2) 必 存 在 一 
2 5; 和 便 所 在 [&; 站 中 朋 注 是 |2 一 2| 志 5 的 点 x 与 z' 世 必 满 足 不 等 式 
|f a) 一 了 (zy | ss 。 对 于 在 [a; 5] 上 这 绪 的 不 同 疼 数 ， 当 一 定时 ,其 相 虚 
的 + -- 般 说 来 是 不 同 的 。 画 数 Pa) 变化 得 惑 快 ,相应 的 ? 便 小 。 例 如 对 于 画 
数 jw) 一 sin nz) 数 9 与 相关 ,而 当 * 正 旁 地 培 大 时 , 数 ; 趋 近 于 堆 。 所 请 
在 [a; 急 . 上 入 的 枚 数 了 (2) 的 集合 是 在 [4 总 .上 符 度 速 入 的 殉 数 集 食 , 是 指 
对 了 任 训 村 定 的 正 数 :， 究 在 -个 正 数 71 使 对 于 - - 急 属 于 上 壕 集合 的 画 数 
0, 只 要 是 21s" 局 于 [es 中 是 吕 一 | 和 7; 那 末 必 类 4 一 os 
如 肯 有 一- 范 数 集合 , 其 中 男 数 是 等 度 太 第 的 , 并 五 依 邦 对 值 为 同一 教 所 


界 ， 于 未 可 以 证 明 对 于 这 集合 渤 到 原理 也 成 立 , 而 在 这 情形 中 的 收 伊 力 是 指 


让 [4, 世上 的 一 致 收 笋 而 划 , 就 是 吏 , 下 列 定 理 成 立 : 
” 定理 2， 如 果 2 六 穷 区 半 [4; 外 上 等 凡 入 粮 的 图 束 集会 {7 (x 六 ;而 


。 熙 . 回 粮 允 数 的 吼 四 4 


风 遇 工 < 的 两 数 优 色 对 俏 以 同 .= 元 工 为 外 (就 是 条 区 CO 友信 2 那 术 由 用 二 


< 


和 的 针 意 秽 数 让 到 可 以 半 取 一 个 在 [as 要 上 下 履 外 的 关 分 座 24T 。 


改 序 - 导 上 的 区 数 序列 。 应 用 坏 甚 定 更 1, 可 知 昌 这 序列 可 以 选取 片 
-地 分 序列 六 ;使 后 才 在 -基点 处 收 芽 全- 起 限 , 而 {7x} 是 在 [a; 门 上 上 到 
处 称 骂 的 可 疾 点 集合 。 例 如 可 以 取 计 第 合 为 属 了 Ta, 9 面具 有 克 理 数 筑 沁 标 
移 点 集合 。 误 

fulw), Falw), falx)> Se 《中 ) 
闽 是 如此 由 所 迷 属于 5 的 函数 序 列 选 芭 册 束 的 。 在 一 期 xp (k=1) 2 3，…)》 ， 
点 处 政 煞 的 部 分 序列 。 现 在 证 明 序列 (82) 在 区 间 [ay 妇 上 一 私 收 艇 。 作 次 
fp (5) 一 fk) ; 产 把 它 表 成 | . 
fp CT) — For) = [fpr) fe) HE 8) foe) T+ [太一 Po 
《83) 
的 形式 ; 而 凡是 上 进 的 那个 在 [， 四 上 到 处 稠密 的 点 集合 中 的 一 点 。 设 s 物 
填 定 的 正 数 , 而 7 基 在 等 度 速 丢 性 定义 中 季 与 * 六 应 的 数 ? 取 由 点 鸡 狂 成 
的 -个 有 和 劣 集合 , 第 这 集合 中 移 点 把 Ez， 可 区 浊 分 成 表 分 区 天， 喇 者 由 各 
个 的 长 名 所 % 。 这 显然 是 可 能 的 , 因为 mx 响 点 硼 成 在 [xs, 8] 上 到 处 午 窗 的 入 
合 。 站 - 切 局 子 有 穷 从 合 T 中 鸭 点 处 序列 (82) 有 栋 限 。 因 此 存在 一 个 狗 N， 
LF 四 
当 p 与 4> 训 时; 必 铭 [fp(2) 一 f(z) | < (&D 
而 x' 是 上 述 有 和 穷 入 合 v' 中 的 任意 点 。 现 在 合 (33) 中 纳 点 x' 是 那 有 汶 点 集 台 
vw 中 的 - -点 ;并 写 几 不 等 式 
foe) ~Poln) ef Fr) + fr) far) [+ fe) ~ (2) |). 
(85) 
这 由 (83》 可 以 立 剂 推出。 对 于 -ay 的 中 的 任意 2) 可 以 到 了 中 的 x’) 使 对 于 
-- 艺 mp ae 一 六 (站 | <e 这 吧 国 是 卫 合 工 点 那 部 分 区 用 的 一 -个 问 虚 。 
牙 儿 ,加 朵 8 与 4>N; 朋 (39 藉 对 于 - - 切 属于 的 点 #2 邦 成 立 。 如 于; 傅 
(385) 可知: 对 于 任意 预定 的 正 数 :2) 必 存 在 - - 瑟 了 无 关 的 数 N， 个 对 十 - - 切 大 
于 的 狗 p 及 g，- - 辐 悦 于 [ay 夺 的 2 一 疡 全 <3ce 但 这 万 是 洽 ， (52) 
中 的 座 列 在 全 区 旧 [a; 5] 上， 数 收 襄 , 了 是 定 声 丰 明 了 。 
” ”大 过 总 七 数 的 空间 ”考察 - 急 调 已 知 有 有 淮 区 用 [ay 匀 于 的 池 秆 枚 牧 ， 
全 淹 者 社 ; 这 定理 通融 叫做 泗 尔 且 搞 - 河 斯 扩 利 定理 ,其 北 定 再 出 成 音 , 祈 省 可 
闪 妥 HH. 只- 那 泥 松 的 实 滨 数 阴 夏 纹 第 十 关 仿 。 


如 | 芝 一 素 “其 报 抽水 基 和 从 


为 简 庆 起 如， 把 它们 所 相对 的 红 合 加 人 虐 空间 避 。 这 宣 表 中 的 元 ， 电 做 公 央 的 
矢量 ， 力 是 任 洲 定 义 于 [4 本 小 的 带 答 陋 数 。 不 同 的 有 还 征 两 数 代 去 这 空 否 六 
的 不 同 元 , 而 在 fay 门 上 征 等 于 支 的 醒 数 几 格 空间 C 的 党 元 。: 我 全 只 考察 实 
数值 辟 大 。 如 果 取 有 和 穷 多 个 在 La 由 二 吉 炉 的 后 数 ， 以 实数 系数 作 它 们 六 线 
性 入 合式 ci 二 ca 十 … 十 ore 导 末 仍 得 -个 在 Le, 是 人 这 镇 的 
实 值 殴 数 , 这 就 是 让 ?公关 避 中 的 元 可 以 用 入 数 来 乘 ， 埋 可 以 扯 加 而 所 得 的 
是 0 中 的 元 。 这 些 运 算 避 守 彻 科 代 数学 中 约 通 常 定律 ,如 
PC) SF fae) = Tas) f(r); cLfa(s) + for)) cf) efa lr)} 
(oFca)f a) = f (2) Fer (0; cleaf (x)) = (e162) FF) 
现在 把 元 的 范 数 驶 金 介 禹 到 实 税 0 里 来 ; 摸 甸 话 谣 ，, 引进 空 隔 C 中 撩 最 长 许 
的 稀 念 。 所 请 元 了 (2) 的 范 数 ; 是 楷 17to) [在 [a， bp 上 所 了 到 的 最 大 值 。 霉 元 的 
范 数 是 芍 , 但 任意 芒 忆 元 芍 范 数 是 正 数 。 用 识 号 1 用 湖 示 殉 数 了 lz) 的 范 数 ， 
撒 招 收 委 的 概念 引入 守 关 0 来。 所 加 中 元 的 序列 了 Cz) 小 煞 于 中 的 元 
到 ); 是 指 上 (9) 一 了 (wj->0。 就 是 台 ， f(z) 一 J 了。(s) {在 区 间 [ay 厅 . 上 的 
最 大 伞 示 向 于 各 ,这 显 热 等 于 通 ， fr)-> 了 (3%) 在 [a; 51 上 一 臻 收 秀 。 
钢 在 # 大 室 卫 2 的 泛 装 与 去 算 于 的 概念。C 9 中 的 泛 豆 蚌 指 任意 一 个 对 
0 中 每 一 元 了 (7%) 各 配 以 一 个 确定 实数 的 确定 规律 而 悦 。 对 于 泛 隐 通常 引用 
”直面 的 过 共 法 : 人 Le PLf(Y)] 等 等 。 泛 疼 慨 合 是 肖 常 加 数 沟 伟 的 变 体 。 
在 证 画 的 情形 中 主 蓝 元 是 0 中 的 元 , 而 泛 本 的 值 几 是 实数 。 活 汞 由 做 分 急 
的 ,是 指 对 于 器 中 的 任意 有 穷 滤 性 组 合式 cr f(z) 上 ca 了 (5) 二 co) 
宫 注 必得 式 
.GLer fy Cr) oaf oTt) + +t emf mT) = 
= fF esd fofe) ton dL fin C(t) je (87) 
GE 了 2) 时 伍 有 具 的 , 是 指 有 一 正 数 站 存在 使 凡 C 中 的 元 站 (2) 都 满足 不 
等 式 


{80) 


(SCF TSN YD) , (88) 
这 不 等 式 的 左边 力 是 实数 信 [ 了 C0) 的 艳 对 伺 , 但 后 者 去 让 0 中 的 汉 光 对 应 子 
元 7(o) 的 入, 而 布 迪 为 是 正 数 X 与 其 4) 的 范 数 的 深 积 ,也 就 征 与 1 了 (| 
在 区 前 La, 杂 上 最 大 竺 的 乘积 。 分 配 而 允 有 界 的 泛 男 咱 杖 纤 人 性 泛 商 外。 还 


名 障 首 注 : 这 是 僚 波 兰 学 混 的 用 法 , 而 有 些 作 状 旭川 枢 性 活 酌 洪 此 处 的 届 配 泛 
[ 


0 过 报 坟 人 如 


可 以 引 大 速生 渤 丙 的 投 人 多。 就 是 识 ， 泛 网 全/ 呵 庆 这 焙 的 ;是 指 尼 澳 
是 下 障 的 条 件 : 如 果 RD- 丰 人， 而 这 收 组 在 [4 下 如 笋 的 , 那 末 
[> 人 [了 (2)]。 不 于 看 册 ， 强 性 泛 关 必 是 带 析 的 。 素 实 上 , 引用 (97 
六 {83) ,可 以 得 
[BEF C0) ~ G2 fa2)J!= |2Lf 一 
fn) EN fe) 一 PC 

由于 f(z) 一 发 政教 于 je 可 知 ]Fm 一 Au 人 人 |->0, 所 以 章 [T7(z) 了 -~ 
一 和 [六 (z)]->0， 就 是 没 确 实 有 有 2[f4'z)]-> 人 和/ (x)]。 在 定义 钱 性 泛 丽 时 也 
可 以 先 训 个 疯 性 三 这 炉 性 , 然 乒 吾 下 明基 有 深 竹 ,这 就 是 座 , 在 候 误 分 配 性 光 
- 民 , 有 界 性 与 束 镭 注 对 于 江 卫 是 辐 效 的 。 我 个 不 陈 泪 这 : -事实 的 什 明 , 因为 
这 好 之 夸 力 难 。 [六 

举 几 个 小 痪 的 侈 。 如 :re 是 区 间 [my 上 的 其 一 定点 。 过 秆 本数 在 这 -~ 
点 的 值 了 (ze) 就 是 在 0 中 和 的 一 个 线性: 泛 侈 ， 定 积分 


| 


也 是 一 个 说 性 泛 疼 。 宙 9 (9) 是 在 [a; 9] 上 轿 变 的 丽 数 。 对 于 0 中 的 -- 蔬 苑 
f(z) ;可 以 作 世 所 勒 杰 斯 积分 


of (0) = fag (89) 


这 是 一 个 林 性 泛 五 [了 《x)]。 基 分配 性 可 以 由 积分 对 于 了 (2) 的 分 配 竹 得 
出 ;而 共有 蜡 性 可 以 由 


[reoaeco|<zradg) 


得 纪 , 其 中 了 表示 |7(o) | 在 [ay 轨 9 区 向上 的 最 大 般 。 如 此 对 于 泛 醒 (89) , (88) 
式 巾 数 交 的 任 委 可 以 山 全 谈 分 区 (9) 来 担任 。 下 面 将 证 明 -个 重要 定理 旋 
是 我 中 的 一 切 泛 本 可 以 开 承 成 积分 形状 (39)， 而 其 中 gL) 是 图 变 画 数 。 
定理 (Tf. 夺 斯 ) 突 吕 中 的 一 - 茹 入 人 活 欧 可 以 窒 东 成 4 式 中 的 形状 
具 由 po 是 次 变 臣 数 。 
”证 明 这 定 埋 时 可 以 启用 最 动 由 院 七 0. 也， 别 尔 恩 斯 坦 所 作 的 -种 特 穆 
形状 的 多 项 式 。 以 前 全 请 到 过 这 种 多 项 式 , 现在 重 提 一 下 它 的 作法 及 基本 性 
- 医 。 训 六 四 是 区 明 [0; 七 上 的 一 个 束 补 多数 。 与 这 画 数 相 诺 的 别 尔 因 斯 坦 
多 项 式 是 


如 多 斯 提 移 入 其 各 


P(x) = 1 人 (Josearor {c” .人 一 二 ) 十 1) 六 
(90) 
以 前 曾 定 明 过 [IT; 154] ,无限 地 增加 加 时 多 项 式 序列 P,(z) 在 区 间 [0, 1 上 
一 发 收 钱 于 闪 数 (四 ,在 证 表 本 定理 时 , 先 把 区 问 [a; 芒 用 永 迹 数 的 而 住 代 摸 
”映像 于 区 间 10, 1J 上 : 合 y= (2 一 :8 一 0) 。 如 此 则 在 Lay 如.F 速 粮 贾 数 的 
空间 变换 成 了 在 [0, 入 上 小 速 绫 函数 的 空间 ， 而 诈 喉 时 我 们 可 以 敲 基本 区 六 
[ay bj 已 烃 就 是 [0, 3] 了 。 向 [了 (x)] 是 实 章 C0 中 的 某 一 泛 两 。 我 们 要 病 明 ， 
它 可 以 表示 成 (39) 的 形式 ， 其 中 9(?) 是 区 关 [9; 世上 的 其 一 国 变 效 数 。 吕 然 
Coen) Im 一 二 
而 如 果 合 E50, 11， 开 呈 的 和 中 - 切 项 都 是非 负 的 。 Hem 如 果 sm 
等 于 十 1 焉 一 1 的 数 ， ; 
| 2 EmO rm {1—2) | <1 (0s<sc<1l)。 {91) 
把 省 站 名 [了 (x)] 作 用 于 位 于 不 等 式 ( 红 ) 左边 的 多 项 式 , 依 (83) 及 (91) 可 
冬 - ， 
| 总 和 [Can 一 za | < (92) 
现在 选取 符号 sw; 使 积 emgCBam 一 中 二 果 对 于 - -加 半 者 是非 抽 的 ; 如 此 
选 定 了 em; 不 等 式 (82) 可 以 写 威 形式 
| | 本 [Can(L-onroq|<w。 (93) 
把 区 辣 [00; 分 成 * 等 分 ;并 定义 档 数 gz) , 使 它 在 第 个 部 分 区 山上 芭 常 数 
人 德 , 井 规定 如 下 : 
gn(0) =0, 
1 


gn(2) = [Ooo (Ir) -0]» 0<z<s 


gn(t) 一 人 [CR (1 2) + DLO x{l—2e)"1]}, 元 所 2 


Du) = Door — x) n-n], < 


了 
和 月 和 证 昌 二 下 相册 由 生生 由 
加 


gn(2) = SpfOnem (le), iercls 
moD “ 只 


gD) = SOOmam(L—o) rm r=1o. 
TE ex 


了 6 中 的 楼 性 污 ed Eh 


oO 稍 休 王 分 时 描 竺 于 gx 在 各 分 割 点 4 区 出 冉 点 处 上 牙 度 丰 对 和 人 秆 的 和 。 
焦 (9 和 ， 可知 T 下 (9 过 六 。 双 傅 (93) 天 出 较 数 get 的 定义 可 站 接 推 缉 
x4) | 。 吉 此 ， 对 于 范 数 序列 gr 可 以 应 用 [t3] 的 年 吾 1， 从 布 得 郑 
存在 正 驼 数 坟 所 租 成 朱 增 序列 ,使 gt 在 [0 于 的 一 芳 点 处 临河 寺 某 - 畴 
变 南 数 0um。 现在 证 明 这 本 数 go 是 (89) 中 所 需 的 那 国 数 。 作 (x?) 会 
(的 斯 殿 勒 杰 晰 积分 。 这 等 放 疼 数 了 (wx) 在 gn《x) 各 间断 点 的 人 与 在 这 些 
点 处 9 (2) 的 虐 度 的 纺 积 重生 D: 


fag = (ESOran ds), 
依 公 式 (37) 与 (00) ; 布 过 力 是 多 [J (2)] 对 于 了 (x) 一 刀 人 的 长 人 所 以 
[epaosco =e[Pse3。 
成 用 这 公式 于 =m 刚 
{if (rag Go = [Po Ce) jo (95) “ 
无限 地 增加 #3 则 Pns(x)-># (在 [0; 了 ] 上 至 收 做 信 泛 图 B[ 了 (2)] 的 罕 * 
炎 性 , 由 公式 (95) 林 知 
上 oC 0)1= lim ff (rdgn. ts) 
对 于 左 边 | 攻 电 吕 的 凡 理 2, 可 得 
| GE (0)] = f fo) dg (x)。 (96) 
16. 0 中 的 壕 性 运算 子 ”现在 详 空 间 C 中远 竹 子 的 定义 。 所 夭 和 上 的 
溪 称 学 昌 老 此 对 C 中 尾 闪 天 各 要 以 中 一 个 珊 害 未 42 的 确定 里 稚 。 
”把 运算 丁 才 永 成 [了 (2)]。 对 于 0 中 任 总 的 两 数 .A(z)， 二 导 PCY (4)] 
决定 C 中 一 个 画 数 pCo 。 运 算 子 的 分 到 性 也 与 诺 削 的 分 闻 性 一 样 地 定义 ;如 
公式 (87) 所 示 。 有 界 性 可 也 与 {88) 臣 相似 的 公式 定义 ; 但 左 过 的 契 对 得 必 须 . 
长城 范 数 ,因为 FL 了 A(x)] 并 不 是 数 ;而 是 0 中 的 元 : 
FAD I EN fol: (831) 
眠 分 重 双 有 办 的 计算 子 忆 做 续 竹 运 绽 子 。 如 此 的 运算 子 是 速 德 的 , 这 是 增 : 
如 果 PC0->7(a)) 那 志 4[ et] -TI7(9] 而 在 这 两 式 中 的 收效 加 是 指 
在 [4 轧 . 上 相 这 融 数 序列 一 歌 收 钱 。 
现在 举 贞 关 十 0 中越 任 运算 子 的 -- 般 形式 的 起 本 烙 果 ,但 不 加 慧明 。 设 


oo | 。 弟 一 容 斯 和 灿 本 斯 各 办 


94m 切 基 在 二 在 表 区 并 0<z 失 1， 0<8 1 .FF 寄 义 的 基数 ; 而 它 对 于 区 并 
[中 习 内 的 任意 管 y 都 是 + 在 [0,1 中 的 思 变 两 数 。 把 疼 笋 g(x, 4Y) 帮 到 公 
成 67 中 古 边 去 ， i 二 是 汪汪 # 的 一 个 醒 数 ; 抬 者 定义 于 区 
00, DE: 


p= re We。 - 《97 


要 使 二 写 的 公式 去 未 小 性 运 算 子 , 必须 目 只 锁 苞 数 9 (zy 4) 除了 具有 上 滑 网 

罗 性 之 外 , 还 须 能 使 对 于 无 葵 如 何 选 取 的 在 [0, 如 上 涉 续 的 淆 数 J(z) , 由 公 
起 (97) 定 义 的 陋 数 5(2) 也 是 区 阐 [0, 3 苛 上 这 秆 的 丽 数 。 如 果 是 区 也 [0) 本 

中 的 某 一 点 ) 丽 加 (==1，2, …) 是 区 阳 [0, 匡 中 的 一 个 序列 , 闪 且 这 序列 以 

为 所 限 , 那 来 出 p(y) 在 加点 的 奸 竺 性 定义 可 得 画 数 9(z) 由 所 须 满 足 的 必 

要 条 件 : 名 对 于 区 天. 0 对 中 购 全 家 皮 gp: 以及 冯 区 昭 上 弛 全 意 选 才 珊 装 

了 Co 下面 公式 必 碟 六; 


Dim ff a0 (sy) = ff oagbs, yo)s (98) 


而 y, 是 区 周 [0y 1 内 的 任意 趋向 于 加 的 序列 。 有 这 样 性 质 的 页 数 9 (7 9) 
通常 称 做 依 参 数 弱 裔 秆 的 。 如 有 果 9(z: Y) 依 工 是 沁 变 的 , 依 # 是 弱 严 核 的 , 那 
未 公式 (93) 夺 然 定 出 C 中 移 -- 个 克 人 性 运算 于 。 记 可 以 中 明 逆 命 题 ; 印 凡 C 中 
的 三 性 运算 于 必 可 以 址 成 (93) 的 形 开 , 而 (zy 9y) 是 依 x 图 变 的 , 依 9 是 眶 加 
粮 的 。 关于 这 定理 的 姓 明 与 弱 带 续 性 本 念 ， 可 以 参 攻 将 利 改 科 “斯 提 勤 态 斯 
左 分 ”着 。 < 

如 果 淆 数 忆 (xz, 9 在 二 寿 区 间 0<z<1 0<y<1 上 自 夺 , 那 末 公 式 


FY) = fx, Df (sas (99) 


显然 是 0 中欧 线性 运算 子 。 在 积分 方程 中 所 过 到 的 就 是 这 种 运算 于 。 但 并 
非凡 0 中 的 过 算 子 各 可 以 考 示 成 (99) 的 形式 。 

我 们 合 定 义 空间 0 由 元 7(z) 的 元 数 等 于 17(z) | 在 基本 区 及 [0, 力 中 织 
长 大 逢 。 由 芝 洋 的 范 数 定义 训 知 所 衣 元 了 Ce) 趋同 于 元 f(z) ,是 指 图 数 fsx) 
在 划 本 区 间 上 一- 激 收 二 于 了 (x)。 

定义 “所 晤 C 中 的 元 集合 {e(z) } 是 列 紧 的 ;是 指 由 局 开 这 集合 的 任 囊 序 
河 , 可 以 取代- 部分 序列 来 ， 使 这 部 分 刻 列 在 空间 C 中 收 着 于 一 柯 限 。 摘 和 
” 话 吉 , 如 果 从 了 于 集合 {p(z)} 的 任 训 序 列 可 以 取出 一 个 在 基本 区 博 上 一 百 收 
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数 的 部 分 序列 来 , 闭 示 这 集合 {7 (中 } 则 线 列 紧 的 。 

” 依 电 蕊 中 交 定 更 可 知 副 数 集合 的 有 界 性 与 等 度 洒 德 性 是 列 鉴 性 的 天 分 
条 件 。 不 难 延 列 , 上 迹 条 件 对 于 列 紧 性 也 是 必要 的 。 以 后 并 不 使 用 这 会 是， 

所 以 现在 不 禾 这 共 旗 明 。 
”内 台 国 数 集合 的 有 异性 不 能 保 焉 其 列 紧 性 。 例 如 不 难 姓 明 图 数 sinns 
(n=l 2， 3，…) 的 入 合 不 是 列 紧 的 ， 时 然 所 有 这 些 医 数 伺 并 对 答 都 不 超过 
Is 

加 则 具有 如 迷 械 的 钱包 运 第 子 (99)。 表 有 任 辣 有 上 虹 元 集合 {2)} ,就 是 

山 对 于 这 集合 中 的 任 剖 元 ,下 面 不 等 式 成 立 : 


f(z) {<L, | C100) 
而 荆 是 确定 的 正 球 。 对 于 “你 责 数 ” 2(z)， 
le) ety) lS EGY KY", DN lds, 101) 


而 依 (100)， 
ot) -ety | <I EG, dK (yy slar, 
由 于 玉 (y, ) 的 圳 炉 性 , 对 于 任 窟 潜 定 的 正 数 。， 存在 一 个 正 数 7, 不 随 注 数 
了 了 (2) 而 这 动 ,使 当 |y 一 | 志 9 时 必然 有 | 天 他 zz) 一 区 (9 区 | 二 ;如 此 则 
| 当时 fo) ~ ) |eL, 
而 9 与 wy) 的 选 入 无 关 ,所 以 像 画 数 集合 是 等 度 束 定 的 丙 数 集合 。 
像 丽 数 的 有 上 异性 可 由 下 面 不 等 式 看 册 : 
opi<f tr ey, 10 asst f iE sar, 


如 此 其 爱 烷 公 的 线性 运 策 于 {99) 把 任 一 有 和 界 入 合 {了 {x)} 映像 成 列 紧 
集合 {p{2)}。 

凡 把 有 办 的 元 梨 合 映 间 成 列 紧 混合 的 运 卉 子 通 筑 时 做 全 速 波 运算 子 。 

应 出 将 绕 尔 区 不 等 式 本 (101) 式 右 动 的 积分 上 去? 则 


本 <) NEC’, ©) —E Cy «) sas /Ce) raz C102) 
由 此 并 然 不 用 条 件 (100) 而 公设 集合 {7()} 满 足 通 经 的 , 依 中 秆 有 异 的 缘 件 : 
| le lans<z 


起 可 以 保 直 上 这 的 结果 。 
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如 此 则 局 集合 和 扔 是 列 蝶 的 。 由 (102) 页 可 知 ， 关于 模 , 也 可 以 不 届 巡 粮 性 ， 
而 作 下 夯 的 候 正 : 


[ {Ky, z) dL, 
而 对 于 任意 天 年 的 正 数 ; 存在 一 个 正 数 7 使 
当 | 多 一 后， 二 3 时 必然 [EC's 人 —K(y", ») | 34 


.区 赣 夯 数 “为 了 以 后 推广 积分 概念 ， 应 用 区 间 夯 数 以 幸 
sae 识 在 无 穷 灿 十 有 一 不 减 的 有 界 画 数 9 (2) 。 对 
于 任 一 御 开 区 并 4= (a, 8] 使 一 非 负 的 数 gC8 十 0) ~gla+0) 与 
它 相 应 (这 表示 这 区 疯 寺 所 负荷 的 质量 )。 如 此 得 出 一 个 补 开 区 间 

的 评 数 ,以 8(4) 表 示 : 
Gd4) 一 8048 二 0 一 g(a 二 0)。 {108) 
为 了 陈述 这 画 数 的 性 质 , 可 以 引入 一 个 新 桥 念 。 我 们 说 ,年 开 区 阐 
49，42，… 所 成 的 序列 是 才 序 列 , 是 指 每 一 区 间 4%*7 属于 它 前 
边 的 那个 4@， 井 用 这 些 区 浊 全 体 公有 的 点 不 存在 。 现 在 研究 一 
下 零 区 闻 序 殉 的 精 鬼 。 设 4 是 (ery 54]。 恢 策 任 ， ax 寺 Gktls pm . 
之 1; 而 当 无 限 地 培 大 时 ,一 ax->0。 坚 斋 序 刻 gx 与 大 必 有 
么 共 的 极限 c, 所 以 对 于 任意 ,44<c< 5x。 荆 然 局 于 一 切 区 半 
4 的 公共 点 不 存在 ,点 * 自然 得 不 是 如 此 的 否 共 点 ， 所 以 对 于 一 
切 足 人 够 大 的 ,4 四 就 是 (0, 5 而 3-yce。 如 此 
GIN) 一 0 十 D) 一 9 十 0 一 0， 
因为 gl5s+0)->9 (e 十 0)。 由 定义 (103) 并 由 天才 的 推理 ， 直接 可 
得 G(4d) 的 下 面 三 个 基本 性 质 : 
《1)G(4J 是 非 益 的 ! (2 ) 它 是 加 法 的 ,就 是 说 ,如 果 牢 开 区 闻 
4 秀 解 成 有 穷 多 个 牛 齐 区 间 小，da， -…， do 而 这 些 千 开 区 间 互 无 . 
公共 点 ， 这 通常 用 下 如 等 式 表示 : 
4 一 4 十 4z 十 … 十 4o， (104) 


”区 阿 甬 数 £9 


G(4) = 3 G4; (108) 


(3 ) 对 于 渤 医 们 序 列 ; 图 数 4 (4) 赵 近 于 要 于 和 才 。 

这 最 后 一 -性质 叫做 两 数 局 (J) 的 正常 性 。 这 性 里 有 很 阴 最 的 
物理 意义 。 我 个 将 不 仅 郑 罕 左 过 衬 开 的 区 肖 , 而 考 疼 任意 的 区 遇 : 
ta, B]，[ey B), [a, B], (a, B), 并 且 强 独 的 点 a 也 看 做 是 区 出 。 
由 一 个 不 减 的 有 界 画 数 9g (8) 纪 发 ,可 以 作 任 意 区 间 的 库 数 G(d) ， 
使 它 共 有 -上 记 三 种 性 属 。 为 了 得 到 这 种 粘 果 , 只 须 除 定义 (103) 外 
再 取 下 歼 定 义 : 

G([a, B)) =908 一 0 一 9(e 一 0); 
Ga, 8])=9{8+0) 一 9(a 一 0); (106) 、 
Gla, BI)=g(8—0 —g(at+0), 
而 如 果 [ 呆 是 由 一 点 所 成 的 区 再, 那 未 、 
G([ 四 )=9g(a+0) —g(a—0)。 (107) 

如 果 不 减 丽 数 g( 吕 员 症 有 和 劣 区 了 上 害 义 , 例如 在 区 隔 (cy 要 
上 : 钳 未 可 以 介 ;: 当 #4 时 9(%)=9(4++0)，, 妆 = 
一 9 (四, 从 击 把 这 淘 数 尾 迁 到 至 帆 上 。 
| 我 们 全 由 不 碱 点 图 数 9 (2) 出发, 而 得 出 区 上 关 莉 数 人 (4) 来 。 

反之 ,也 可 以 先 有 -- 个 具有 .上 起 性 质 的 区 戎 谓 数 会 (4) ,而 作 一 点 
元 数 g(o) ,使 它 与 (4) 有 十 述 关 系 。 只 须 会 

9{2) =G{((—00, x]) > 

就 禽 了。 如 此 作 的 曾 数 gv) 显然 是 省 回 织 的 。 和 如 加 他 (只 
于 出 于 基 区 贿 加 的 部 分 区 疝 , 壮 来 写 也 可 以 洗 义 于 一 切 区 山 ， . 
例如 (由 二 (dd 就 于 了 ,而 区 沸 的 积 4. do 是 指出 斌 丑 于 4 又 
属于 do 的 一 切 点 所 成 的 区 国 。 如 果 这 样 的 点 不 存在, 那 末 dvdo 
是 空 集 合 , 可 以 分 缉 (4* 0) 二 0。 和 如果 对 于 9( 习 加 上 任意 常数 , 开 


吕 集 一 宗 其 失 验 杰 太 务 
来 Gd 的 值 并 不 受 吕 有 各 果 g (四 是 园 变 而 数 , 那 未 可 以 使 用 将 . 
它 吉 上 成 画 个 不 溅 出 数 的 莽 的 典 式 : g 2) 一 gi(w) 一 gs(z)。 由 面 数 

9) 本 00 可 放 具 在 上 述 性 符 和 的 区 聘 亦 数 G4 (4) 及 Gz(4), 而 
， 册 面 数 ytz) 可 得 区 尚 否 数 G(04) 一 GaLd) 一 Go 人 di。 这 丁 数 可 以 
箱 接 用 到 式 (106) 与 (107) 册 页 数 9 (四 作出 。 忆 仍 是 加 法 的 ， 正常 : 
的 ,但 不 一 定 是 非 负 的 。 | 

18. 基本 斯 提 阁 坟 斯 积分 “现在 捧 广 斯 提 载 态 斯 积分 的 构 念 。 在 [ 引 中 
合 郧 到) 如果 只 合计 [3] 中 定义 的 i 及 了 相等, 就 可 以 担 到 -一 种 手 广 。 此 外， 
超 姑 我 们 将 只 考察 在 千 开 区 并 (e 杂 的 积分 ， 池 将 这 区 天 也 分 解 成 牢 开 
能 部 分 区 胃 (zp_1y 2 和 0。 如 此 分 割 点 只 属于 一 个 部 分 区 间 , 并且 只 是 做 为 右 
端 。 为 了 与 在 本 营 及 于 儿 节 将 介 相 的 积分 区 别 ， 我 位 把 在 [2] 中 定义 的 斯 提 
怠 术 斯 积分 昨 傣 各 等 斯 提 堵 杰 斯 积分 。 

发 有 --- 有 盎 或 无 汰 的 牛 开 区 妆 (oy 切 , 并 在 它 上 而 定义 有 只 图 数 了 (2) 及 
g(z)， 而 9(z) 是 非 幅 洱 数 。 分 解 (4; 好 成 部 分 区 关 (mi x6]。 设 皆 是 
(ok-d1y 325] 中 的 其 一 点 ， 而 %z 及 和 4 各 表示 了) 在 (mrz-iy zz] 中 的 下 、 上 确 
舞 。 作 各 


如 一 mle (ey 十 0) 一 9 (zz-1 盾 0)]5 

{109) 
oo 六 Me[z(ee+0) —g(rr + 0)]; 
0 一 PA te) Ly {cpt0) ~ gre-1+ 0)Jo ‘110) 


群 介 b= 十 w, 那 未 sz4== 十 0; 而 可 规定 g(t +0) =9(+4 00)o 如 才 4 二 ， 
.一 一 oo 那 末 m= 一 co 抽 依 定义 ; 9( 一 co 十 D) = Hm 9g(2)。 谣 是 对 于 -一 
切 可 能 分 害 se 的 下 确 界 ， 而 了 是 So 的 于 确 界 。 如 朵 引 和 太庙 速 楼 的 不 拔 圆 数 
5(i 一 9(2 寺 0)， 那 来 盖 gz 于 0) 一 9 (zz 十 0) 可 以 写成 hZk) 一 (入 1) 形 
” 式 ) 而 公式 (109) 与 (110) 可 以 写成 下 面 形 式 : . ™ 


sn mlh le) hm; Bem MER CE) hp-D) 1 (O91 
ro SED -MeD]。 (10) 
-对 于 睛 量 so 5oy 03; 1 与 了 ， 在 [3] 中 所 噶 的 一 切 都 成 立 。 


b 


18. 基本 呈 狂 副 态 外 积分 |] 


定义 、 所 前 了 ft 信 依 9 在 区 上 (ay 四 二 可 洪 分 ,是 指 1= 了 而 到 全 概 积 
分 值 : | 
i= 7 (a0) ={ ,7 (ape) CD 


如 于 定义 的 积分 站 做 不 和信 若 提 括 杰 斯 积分 。 

在 下 而 定 带 中 我 们 讨论 这 种 积分 的 存在 ; 纹 及 借 甚 和 5 而 定义 它 的 可 能 
性 。 

定理 1。 积 分 Ul) 存 杰 的 必 票 且 充 分 的 条 件 力 是 存 在 一 序列 的 分 割 
Bm 二 了， 2，3，…) ;使 浅 Sa 一 %, 趋 近 于 零 , 或 ca。 对 于 任 态 选择 的 点 :如 都 
有 确定 的 伺 限 限 。 。 这 一 栓 限 值 蒜 就 是 积分 刍 。 ti。 妇 比 则 fs 一 信 ; W er- 全。 

这 定理 可 以 自 与 73] 的 措 理 之 全 类 似 的 方法 直接 的 岂 在 如 在 考 罕 的 情 
形 下 霄 部 分 区 冰 无 从 点 。 注 意 定 塑 中 所 规 的 分 割 序列 不 必 是 泡 限 地 和 勿 分 的 
分 割 序列 。 例 如 假发 存在 一 分割 5 使 os 与 点 纪 的 选 探 无关, 划 可 取 一 男 m 
与 5 重合。 提醒 一 下 ,在 不 城 王 数 9 (4) 的 情形 中 初等 斯 提 勒 洲 斯 积分 存在 的 
必要 是 施 分 的 条 件 乃 是 当 无 限 地 相 分 将 部 分 区 而 时 对 天 任 总 分 部 序列 类 
Ss 一 5 趋 谭 于 党 。 如 果 了 (z) 与 go) 在 区 间 [a, 轨 上 定义 ,而 9(W) 在 点 z==a 
区 右 束 糊 , 兰 三 初等 斯 提 动 帘 斯 和 分 存在 ; 那 末 共 本 斯 所 动 杰 其 积分 必 存 在 ， 
而 二 考 之 住 相等 。 

更 在 介 络 新 仇人 多。 

定义 . 分 着 序列 3 叫做 对 于 国 致 9"( 坟 是 正则 的 , 是 指 它 注 是 下 列 两 条 
件 : (1)g 人 2) 的 乱 个 阳 断 点 是 自 森 个” 值 也 后 一 切 庙 的 分 寡 点 。(2) 当 +# 
益 大 时 分 制 % 的 试 部 分 区 间 无 限 地 厅 分 ， 现 交 区 的 前 攻 F 无 限 灿 分 
芍 意 思 引 是 "和 中 所 论 骨 的 。 

定理 3， 如 果 六 大 正则 的 分 岂 序 列 : 慰 杰 sac> i So 

列 3 是 Zo; 四 的 任 党 项 定 的 分 害 ) 而 交 一 85 。 到 必 挟 种 大, 使 使 一 出 g(x) 
纳 且 断 点 中 又 是 3 的 分 着 点 的 郭 些 间 晰 点 也 是 的 分 制 点 ;而 二 期 加 的 任 一 
部 分 区 间 在 它 内 部 至 多 包 人 各 5 的 一 个 分 害 点 。 芝 里 应 当 注 意 ; 5 的 分 割 点 数 
日 是 大 劣 的 。 开 p 闪 东 这 数 日 。 议 (zs sf)) 是 分 割 和 ;中 包含 分 割 3 的 分 
割 点 ”的 凌 个 部 分 区 并 。 洲 类 区 间 的 数 日 不 大 于 了 。 用 mm 铝 表 东 了 (x) 在 
(ob 4) 中 所 取 嗜 全 的 下 确 界 ， 茹 ?是 了 (2) 症 (zx ae) 中 所 取 庄 值 的 王 兢 
界 , 丽 zw 是 它 在 Cx af) 中 所 了 到 诸 信 的 下 右 界 。 由 so, 变 成 5% 肝 ; 式 

名 各 [gz 和 二 日) —g (hd +0)] 
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措 契 和 
mLg zs 0 ~ gC + 0 + Tg a + 0 —y (es el 
| 可 以 于 成 
4 二 6, 一 0 一 g 1-F0)] 十 
“0 os +0 — g++ Tg +0) 92 0)]。 (112) 
(7) 本 间断 点 灵 是 3 约 分 着 点 者 傣 条 件 已 出 现 于 奈 的 分 着 点 中 因此 点 办 是 
9(7) 的 囊 炉 点 ,所 以 g(x 十 0) =g(7,)。 公 式 (112) 中 的 和 是 依 -- 雪 局 于 纪 而 
包含 分 割 5 的 分 割 点 x 于 其 内 的 区 新 而 取 的 , 井 晶 这些 和 市 计数 不 大 于 p 。 
因子 tm, 堆 ? 都 是 有 界 的 丽 当 无 隐 地 二 大 呈 时 方 藉 归 中 的 差 趋 向 于 
霉 , 因 为 依 正 期 的 分 割 序列 5, 的 定义 ) 开 部 分 区 间 丸 淄 地 舱 分 ,而 区 闻 [a 
鸡 门 包含 夯 数 9(z) 的 到 炉 点 x 于 其 内 部 。 如 是 ) 55; 一 58, 一 0。 另 一 方面 ,不 
等 起 5 所 59 1 及 558, 芒 1 成 下。 我 们 可 以 取 分 割 5; 使 sa 与 4 煌 荆 任意 
小 :就 是 说 对 于 任意 预定 的 正 数 se, 可 以 取 2 使 1 一 s < ,由 不 等 式 s5 扩 5b, 所 
<! 可 知 1 一 56 <#, 而 发 技 由 上 夯 得 到 的 车 果 sw 一 sa,=~>8 可 知 对 下 一 切 足 够 
大 的 1 1 一 5，, 二 2 弃 然 :是 任 富 的 ; 这 就 是 瞬 ， so 一 而 这 正 是 所 要 乔 航 。 
完 驳 同样 地 可 以 三 明 50, 一 了 。 注意 ;如 景 9(?) 是 速 艘 的 , 闭 末 正 划 分 割 序列 的 
特征 只 是 其 部 分 区 霄 无限 地 和 粗 分 。 全 如， 对 干 柳 曼 积分 , 9(x) =x, 这 便 是 如 
才 。 葵 然 “ 在 无 穷 必 间 . 上 是 无 春 的 , 在 作 正 常 黎 如 积分 时 内 应 当 老 罕有 界 区 
于 。 
定理 3， 如 果 积 分 (U1 了) 存在 ,并 等 于 4, 那 末 对 于 任 窟 正则 分 羯 序列 加， 
os， 
由 定 项 的 条 件 可 知 i= 了 =4。 如 此 依 上 面 定 理 8 一 4 Sa -> 二 而 因为 
ca 满足 不 等 式 4, 二 506, 三 98, 无 狂 如 何 选 悍 洲 点 4 各 ra, - -证 赵 疝 于 又 
-了 如果 对 于 其. 一 正则 分 岩 序 列 2 存在 榴 限 ras->4: 那 示 对 子 任 意 共 
-他 正则 序 苑 :这 全 眠 也 在 在 :并 用 也 答 于 4 。 如 些 划 积 分 在 在 并 等 在 ; 霸 等 于 。 所 。 如 
典 对 于 其 正 草 序列 加 ,06, 没有 殉 定 的 极限 , 郊 末 俱 分 (41 了) 不 角 友 在 。 
如 用 应 用 会 让 其 分割 序 列 所 作 的 和 wa 可 以 解 汪 关于 基本 斯 李 勤 杰 新 积 
分 存在 的 问题 。 
不 难 借 区 有 间 贺 数 (由 而 陈 汪 此 本 斯 提 动 术 斯 积分 的 定 ， Xs; 只 顷 注 意 点 
_ 画 数 9(z) 及 区 时 歼 数 Gd4) 之 天 的 联系 就 媚 了 。 衣 在 华 开 区 天 加 .上 定 文 了 
有 界 的 点 画 歼 Pi=) ee G (小 。 分 割 入 成 有 穷 多 个 耳 
无 六 点 的 中 开 区 六 本， 4 …y hn， 振作 和 


18. 基本 时 朱 ， 贱 深 斯 并! 对 的 性 览 ud 
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So= PNG); (114) 
= SD GD (115) 


其 中 may 3 及 & 的 瘟 义 都 号 以 前 - 样 ， 与 于 而 相同 , 用 守 囊 示 和 由 的 上 

确 界 ,用 上 小 去 油 1 55 的 下 确 界 。 知 果 1 二 1 那 末 我 个 识 /(z) 依 GC 人 可 积分， 
并 且 把 傣 分 写成 下 面 的 形式 : 

| DG =| fa) dy (et)o (116) 

如 果 7( 是 常数 cy 那 来 显然 各 分 和 上 46G(4)。 

雹 .基本 斯 提 鞠 杰 斯 积分 的 性 质 我 们 全 寺 到 , 可 以 选 操 茶 分 割 序列 六 、 


-求人 和 和 5 的 家 限 , 以 得 出 基本 斯 提 蔓 杰 斯 积分 来 。 这 时 ,如果 ca 有 确定 的 种 


限 ) 而 及 是 5 的 后 区 那 末 5, 也 有 有 问 - - 拯 限 。 如 此 ， 可 以 利用 和 ma 而 证 明 
基 木 斯 提 瘟 杰 斯 积分 的 性 贪 ,与 在 黎 曙 积分 及 和 补 竺 斯 提 嘉 杰 斯 积分 的 情形 中 
- - 样 。 存 下 次 画 数 7z) 及 8( 人 者 办 佑 在 积分 区 出 中 有 界 的 , 并 县 酸 9(z) 旺 
不 闫 的 。 
1， 如果 尺 是 向 数 , 邢 末 


| OL Fre dg(r), (117) 


山 有 有 边 积 分 的 存在 豆 得 册 友 边 积分 的 你 企 。 
为 了 牙 明 , 只 须 吧 对 于 本 数 9(7) 的 -. 个 正 划 序列 如。 
开 . 如 里 站 (2) 全 2 :oz 思 居 不 法 有 办 图 数 ,而 弛 是 下 的 常数, 了 


末 
人 | pp if) ) 一 ,fats; (L18) 


而 由 有 汐 积 分 的 华 在 引得 出 硅 边 可 分 的 在 在 , 太 过 天 也 是 贞 硝 的 。 
训 浴 ) 是 对 于 后 数 gx (的 正则 分 市 序列 。 序列 == 织 "82 的 ?对 寺 
一 切 栈 数 pxk9 0 =1 2 …， 切 攻 是 止 则 序列 。 哆 然 


上 > 
Bo, -35 = ZJ Sos ~ Sag ) (110) 


其 由 sa 及 Ss, 趋向 子 (418) 左边 的 积分 而 sp 及 Sep 趋向 于 右边 的 积分 ， 
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如 果 公 式 G18) 右 过 的 请 积 分 存在 , 那 来 Sx 一 sp ->0 (=1 2 …) 9) 所. 
以 郧 一 su->0) 工 是 收 左 边 的 积分 也 衫 在 。 现 在 县 后 *- 和 分 存在 。 如 此 应 当 
存在 分 割 序列 和 ， 使 So 一 ss~* 0 公式 (119) 右 边 诸 项 者 是非 负 的 所 以 对 
于 k=1 2) … py 33 一 ssp- 0) 就 是 讼 公式 (118) 右边 许 积 分 也 存在 。 对 
于 有 穷 和 cu 作 与 (118) 相 类 的 公式 ,再 取 神 限 ,可 得 公式 (118) 。 

-TEL 如 果 区 王 尹 分 割 成 有 穷 多 个 互 无 公 点 的 区 关 4 4 …2 4 峙 来 


[rwam=| Gm aam 


而 由 右边 积分 存在 可 知 左 动 积分 存在 , 反 过 来 也 是 正确 的 。 隘 左边 积分 存 
在 。 依 定理 1 可 知 有 的 一 分 着 序列 和 存在 , 使 8 一 9,->0。 用 5 表示 
如 的 一 分 割 , 分 它 成 部 分 (=1,2,..… ,mm) :六 = 最 然 Bas, 60s.—>0 3 
因为 55 这 30? Sa 所 5S8,。 形 状 如 (I0) 并 尝 示 56 一 6; 的 和 可 以 分 解 成 轨 个 . 
非 急 项 ,其 中 每 一 项 夫 示 芒 一 4 的 相应 和 ;而 证 然 整 个 和 趋向 于 鹤 , 可 知 个 别 
项 也 趋向 于 名 ,就 是 设 公式 GL20) 右边 路 积分 存在 。 反之 ， 恕 右边 戏 积 分 都 

.存在 。 对 于 每 个 如 此 的 积分 必 存 在 分 割 序 列 引 ， 使 攻 gop ~sp->0 。 由 这 
些 分 割 序列 可 丢 区 闻 多 约 一 分 割 序列 何 与 公式 (120) 左 边 积分 相应 的 凑 优 
也 趋向 于 替 。 留 总 对 于 初等 斯 提 匠 术 斯 积分 , 在 公式 ( 3 ;的 第 三 式 中 由 右边 
积分 的 存在 大 不 能 推 知 左边 积分 的 存在 号， 

IY. 如 果 在 区 图 如 Jobs<zy 卷 末 


| 7eoaoc|<ze)， 02 
其 由 G( 亿 是 因数 ga) 在 区 镶 和 .上 的 增 最 ， 
A 
做) 的 积分 妆容 大池 求 1 (6) 全 20 的 积分 梭 站 想 ; 而 下 国生 式 丰 次: 


股 (= 车 2，…， 如 ) 是 对 于 羡 数 9(z) 纳 林 正 出 分割 序 列 中 分 制 和 ;的 
线 部 分 区 朋 。 考 察 对 于 机 数 f。 (2) 及 珊 禾 1(w) 所 和 的 和 oe 及 me 显然 ; 师 
然 户 (o) 一 致 收 航 于 (ea) ;本 数 f(x) 也 必 是 有 界 的 : 


_ 四“ 嗓 者 法 : 在 第 3 节 炒 尾 凑 者 注 中 所 兴 的 全 中 ,| /oag 网 及 7 全 ag 罗 
都 存 奉 (0), 但 ,7(Dg 人 并 不 存在 。 
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= Se ,= SRY G A), (123) 
在 嗜 和 中 放 点 6 可 以 取 做 - - 样 的 。 作 尝 
0 ob SCA) f(s)IG (A) 


对 于 任意 预定 的 正 数 8; 必 在 诈 一 数 叉 ) 使 当 p>N 时 , 对 于 4 中 的 任意 >， 
1 和 (2) 一 了 ob2) 1 <6; 这 是 由 于 p(2) 收 煞 的 -- 改 性 而 成 为 可 能 鸭 。 当 Pp>N 
及 竹 次 选择 # 如 时, 对 于 荡 03, 一 08? 可 得 : [oa,~o8| 过 5GC4)。 出 此 ; 当 
p>% 有 时， 087 一 089 而 这 必然 对 于 n 及 请 点 :如 的 选择 都 是 一 致 的。 位 条 
和 件 fp{ 四 是 优 9g(%) 可 积分 的 ;所 以 ; 当 泡 也 地 输 加 # 时 ,每 个 和 和 05309 都 有 近 不 ， 
我 们 用 49 表示 这 极 取 。 这 极限 就 是 上 po 依 9() 的 积分 。 现在 环 明 数列 
4, 有 权限 。 事实 上 ， . 
—Ap= (Ay 08) + (Ap) + (of oe) + (oa 一 0 名) 。 {124) 
妍 然 当 pz%%o 时 5 名 - - 孩 收 项 于 me 对 于 任 交 否定 的 se>0 必 存在 一 放 呈 ， 
使 当 ? 及 9> 的 时 jz 说 一 ra | 过 81905, 一 90| 二 s。 国 定 任 洲 两 个 满足 上 厢 
条 件 的 数 偿 加 及 9; 可 以 下 足够 大 的 # 值 ， 使 公式 (2 和 右边 前 本 项 侠 绥 对 值 
都 小 于 s 。 站 此 可 得 当 p 及 9 性 时 |46 一 44,| <4e; 由 此 可 知 当 入 >ce 时 
极 眼 4,->4 存在 。 猎 下 的 只 是 证 阴 当 和 >coe 时 mm -> 由 了 了 。 注 汪 
4 一 oo 一 (4 一 44) 十 (4 一 5 各) 十 to 名 一 co)。 

首先 取 p 足够 大 ， 使 对 于 任意 4 及 E14 一 4,|<s 及 Joos,|<so 灰 
对 于 一 切 吓 各 大 的 %; 对 于 由 上 天 固定 了 的 py} 4p 一 o81<s。 如 此 14 一 
一 ca <35) 上 既然 * 是 任 麻 的) 可知 mm 一 4。 

YI 划 果 .72 全 892) 的 积分 在 在， 那 末 |/ (7) 1| 往 gt 的 到 分 存在 : 并 
县 下 而 不 等 式 成 立 : 


fiz (x) ag (er) | < ECe) Lag (2)o (125) 


引用 与 两 数 f(z) 租 这 的 通常 记号 3x 及 mx。 如 果 两 数 都 是 正 的 , 郑 末 
(2) | 和 的 而 界 也 是 于 及 后 5 。 如 集 两 数 表 是 负 的 ， 那 订 |j7(m 1 的 相应 上 、 下 
确 界 力 是 数 [az| 及 1， 而 上 下 蕊 加 的 芒 仍 是 后 原来 f(z) 的 相应 莽 仙 等 。 
最 后 ， 如 办 和 ix 页 474 是 还 的 ， 于 本 [7 1 网球 界 力 是 1x 及 5 两 
数 中 的 较 大 者 ， 谭 共 下 件 界 椒 小 于 要。 内 而 元 论 如 何 ， [Fo 的 上 下 确 界 

的 差 不 超 过 f(t) 的 上 下 确 界 的 莽 。 网 此 ， 如果 对 于 某 分 割 序列 ，/z) 的 益 
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Sa, 一 不 癌 于 雳 ， 那 来 对 于 同一 序列 ， i (7) 1 的 相应 闪电 趋向 下 需 , 就 是 咒 
由 (2) 他 | 积分 的 存在 可 知 | 了 (7) | 的 积分 也 在 在 。 不 等 式 (125) 可 以 用 关于 相 
应 的 和 的 不 等 式 取 极 限 得 出 米 。 
.如 果园 数 放 () 及 fo( 马 依 玉 台 可 积分 , 那 未 它们 的 积 3) fot 
护 8() 也 可 积分 。 
首先 赴 明 当 Ap) 依 (2) 可 积分 时 ， 202) 依 gz 也 可 积分 。 珊 A(z) 是 
这 的 ,并 对 于 了 (2) 及 2(x) 作 和 9: 


Le 
03 = pa (Mip— mi G(r); 


v= ME mB) Od) = SD Mt me) Hm Cd) 


-如 果 第 … 和 对 于 基 分 名 序列 如 同村 迁 , 依 开 ; 十: 的 有 办 性 可 知人 第 二 和 对 洒 
辐 一 分 制 序列 也 趋向 于 零 。 如 此 对 于 正 责 数 ,六 2 出 7) 的 可 积分 竹本 刘 
产 四 的 可 积分 性 。 如 果 7m) 不 是 正 的 , 那 来 由 于 共有 界 性 可 知 有 -- 正 数 上 在 
在 ; 使 鲁 狼 /4z) +4 是 正 的 。 依 性 括 1 这 新 西 禾 也 是 可 积分 的 ， 所 以 西数 
[AD 十 9 一 六 ( 门 十 248 0 十 册 名 是 本 积分 和 的。 于 此 可 和 关 /2( 7 一 人 re) + 
十 oa 一 247 一 由 也 是 可 积分 的 。 景 后 ,为 了 证 明 疡 (z) Pa(z) 的 可 积分 性 ， 
只 须 把 这 积 卖 示 成 下 别 形 式 : 


ONO PATEIADh tO 


上 面 等 式 右边 部 是 可 积分 画 数 , 是 命题 征明 丁 。 

中 . 基本 斯 提 勤 杰 斯 积分 的 存在” 当 /9) 与 909 的 了 间断 点 重合 时 , 其 
本 括 提 勤 六 斯 积分 仍 再 以 存在 。 现 在 狂 明 下 而 的 党 至。 ; 

定理 如果) 是 钾 让 并 有 界 的， 而 在 /CD 三 9 的 几 断 点 但 重合 处 
了 (是 大 速 千 的 屠 末 了) 依 2 的 基本 斯 提 勤 杰 斯 积分 必 人 在。 

分 解 六 2 成 跃 度 枉 数 与 速 句 西 数 之 和 : f(z) 二 fa(7) 上 7r(z)s 还 千 男 效 
jet 依 g2) 是 可 积分 的 。 剩 下 汐 只 是 要 证 明 Vetz) 依 gz) 可 积分 。 但 产 () 
可 以 航 示 成 初等 跃 应 丽 数 的 一 致 攻 交 级 数 , 因而 只 须 就 这 种 初等 跃 度 浆 数 而 
. 证 骨 其 候 9(9 的 可 积分 作 就 此 了 。 在 左 速 想 的 情形 ,这 们 的 本 数 必 下 如 下 形 

式 : | 
汝 2 二 可 时 ，w( 的 一 0 
当 #>0 时 ,0(") =Y。 


* 


ou 


对 .一 船 财 提 靳 水 斯 积分 名 


对 于 (Cg 站 的 以 为 其 -分 割 点 的 任 “ 分割; 和 及 局 是 机 等 的 : 5 二 
=S,=7[g (hh) -g(a+0)], 所 以 wt2) 售 9g 人 7 是 可 积分 的 。 现 在 训 ci 六 是 副 
你 跃 度 现 数 , 并 在 间 央 点 处 是 任意 的 , 剂 是 新 ,1vr<4 时 人 站 = 而 2 
时 (多 二 7 而， 不 是 900 的 图 断 点 “这 时 当 取 无 服 地 闭 分 的 分 割 序 列 
5 时 ;和 如果 45=& 是 它们 的 一 个 分 制 点 ;可 和 9, 及 Sa, 乔 以 Y[9(5) 一 9《9)] 为 


: 丁 限 。 


可 以 把 基本 斯 提 勒 杰 斯 积分 的 定义 推 到 70 是 转变 画 数 的 请 形 。 取 
9 (吉成 不 减 丁 数 善 的 典 式 :90 = 二 (2) 一 ga<7)。 如 果 f(2) 筷 9atz) 及 
gatz) 都 按 涉 本 积分 的 意义 可 积分 ， 那 末 我 们 定义 了 (x) 依 g(x) 的 基本 斯 所 
勒 杰 斯 积分 如 下: 


| FaeG=| fan |, f(D ag) (126) 
dy do 


3 
由 半 才 族 明 的 定理 司 知 :如 果 (中 及 g(7) 是 网 变现 数 , 而 在 防己 4( 


SA 


闭 变 丽 数 时 , 税 分 尼 寅 的 陈 让 须 作 适当 的 修改 。 例 如 (121) 朋 换 成 
ra 
Er 


在 公式 (119) 中 gx(2) 是 园 变 栈 数 ,系数 cx 也 是 可 正 可 负 的 。 由 右边 积 
分 的 存在 可 知 左 边 和 分 也 存 在 ,但 我 们 无 权 艾 到 滥 命 题 的 正确 性 了 。 

231， 一 般 斯 提 识 杰 斯 积分 “现在 科 论 美 本 十 师 斯 提 填 本 斯 各 分 的 最 后 
拱 广 。 与 基 杰 折扣 最 太 斯 各 分 并 J， 分 别 在 于 落 林 区 阳 基 分 割 的 部 分 区 各 不 
限于 科 开 的 ， 而 是 -一 切 可 能 的 区 徊 , 黄 至 包括 看 做 区 间 的 晨 独 点 。 除 此 以 外 
积分 的 竺 义 与 基本 其 提 迁 杰 旋 积 分 一 样 。 设 如 是 斑 给 的 一 区 并 (和 学 的 或 
无 穷 的 ) ,而 /是 定义 于 :此 上 的 有 界 荐 数 ， 僚 ( 才 是 对 于 儿 食 于 中 中 的 区 并 
4 定义 的 非 负 、 刘 法 、 正 党 的 区 朋 曾 数 。 珊 ?是 分 和 成 有 穷 多 百 无 从 点 的 区 
间 十 ， 由 ， 3 4 的 分 割 ; 作 和 (13) 太 (了 ;村 识 是 5 的 上 确 界 ， I 是 
简 1 Ss 的 下 痛 列 ;而 取 上 下 界 时 是 莽 区 坦 轴 的 -… 切 可 能 分 着 而 首 的 。 

定义 我 们 识 ; 7 会 Gd) 在 区 虹 入 .可 积分 是 担 1= 了 而 必 取 做 


<Lrb(g)。 (127) 


f= | finGad, (128) 


起 此 宣 义 的 区 分 做 -和 斯 拓 切 术 师 肌 分 。 


可 第 -之 ”站 提 勘 准 斯 积分 


注意 因 使 用 任意 区 别 而 发 生 的 某 些 情 况 。 如 内 点 了 Pt 人 是 机 的 分 拓 中 的 
独立 苑 洪 ; 独 末 在 和 9， Sas 家 2 中 相应 项 的 形式 是 A(DOG(P)。 如 取出 及 
少 是 琴 区 由 , 邳 来 它 抽 的 积 二 妈 乃 是 指 唉 郁 玉 二 二 骨 主 如 的 点 所 担 成 摧 供 
食 。 这 集合 或 是 区 邮 , 或 是 空 集 会。 上岗 站 及 六 是 区 苯 妨 的 两 分 羯 。 所 良 分 着 
及 识 风 积 是 洁 币 -- 切 可 能 的 区 半 4" 所 炎 成 的 分 凡 535 区 申 由 是 站 中 
的 区 并 ; 如 是 六 个 区 并。 寡 区 涛 4 如 最 然 是 扰 不 公 点 的 , 而 共和 正好 十 
基本 区 吉 和 4。 分 割 如 时 做 分 着 5 的 后 入, 是 指 分 刘 六 市 艾 角 个 元 素 完 侈 合 于 
分 割 3 的 茶 -- 元 素 之 中 。 上 凡 在 [3] 中 关于 so So cay 1 了 工 所 手 史 的 ,在 现在 约 
清 形 中 仍然 正确 。 

不 难 对 于 一 般 斯 提 勒 杰 斯 积分 新 明 在 [Fi8] 中 关于 基本 积分 所 有 氢 迹 的 球 
三 个 基本 完 玩 。f[38] 中 的 洁 理 荆 仍 可 同样 址 陈 迹 , 其 正 确 性 可 由 [3] 直 接 得 
册 。 在 定义 正则 分 央 序 烈 时 划 须 作 茶 些 改变 。 

定义 、 闲 一 般 斯 提 勒 杰 肠 积分 的 请 形 下 ;分 割 序列 加 亲 做 对 于 融 数 glxt 
正则 的 ， 晤 指 下 面 两 条 件 小 是 : (1)g(m) 的 每 个 寻 晰 点 是 自 匡 一 * 储 以 技 的 
一 切 分 着 < 风 分 划 姑 的 煤 献 分 区 间 无 
巷 地 岗 分 。 

注意 在 第 一 条 件 中 要 求 g(z) 的 疝 断 点 不 是 总 的 分 割 点 ) 而 是 这 分 割 由 
的 独立 元 , 也 就 是 圾 , 是 5 的 部 分 区 阅 。 企 所 这 关于 一 般 斯 提 勒 态 斯 积分 航 
正则 分 割 序列 的 定义 ,定理 2 的 陈述 及 枉 明 的 方法 仍然 有 效 。 尖 于 定理 3 及 
其 柔 也 是 一 样 。 

外 使 基本 斯 妇 寺 杰 斯 积分 不 存在 时 , 在 补 开 区 并 上 贡 可 能 在 在 一 般 斯 所 
勤 杰 斯 积分 。 这 可 以 由 下 面 的 因 痢 而 明了 。 在 件 -- 乳 斯 拉 勤 不 基 名 分 时 关 
于 分 解 此 本 个 开 区 了 间 (a, 要 成 孝 分 ， 信使 用 了 更 广 中 的 可 能 过 。 诗 履 aa 的 集 
会 扩大 了 ,其 .上 确 界 i 可 能 培 大 。 反之 , 踢 数 85 的 上 驻 界 工 林 能 减 小 。 因此 ， 
如 有 果 在 对 于 滞 画 数 ,7(z) 所 作 的 起 本 斯 提 勤 访 斯 积分 中 守 < 在 对 于 间 一 本 
数 了 () 所 作 的 一 般 斯 提 蔓 杰 斯 积分 中 可 能 i 一 T。 

一 般 斯 提 蒜 态 斯 积分 具有 在 口 9] 中 所 竹 壕 的 各 种 性 黄 。 在 车 本 斯 提 盈 
杰 斯 积分 的 情形 下 , 并 非 纤 一 有 界 王 数 都 是 依 跃 庶 画 数 可 积分 约 。 丰 一 般 积 
分 的 请 形 下 , 则 这 种 积分 一 定 存在 : 

定理 ”全 一 舱 斯 提 勤 术 斯 积分 的 误 义 , 任意 有 办 癌 数 5(O 依 跃 度 英 数 
gukc) 都 是 可 各 分 交 。 

， 首 先 设 9(2) 凡 有 有 劣 参 个 开 肠 点 : ay co yy， cp。 裔 5 是 基本 区 朋 的 一 
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个 分 荐 5, 党 文 如 下 : 区 隅 的 两 问 《如果 它 拉 瞻 了 于 积分 天 ) 及 厂 兴 01 co ye 
是 :的 独立 元 素 ， 3 的 其余 元 珍 则 是 由 上 逃 鳍 点 所 界 的 庄 开 区 咕 。 在 每 个 如 
此 的 区 关上 0470) 是 定 什 的 ; 南 与 了 fr) 会 ga 的 积分 相应 的 话 和 显然 基本 
亲 的 六 [者 等 于 


ss= /Ds (420) 


如 此 , 7(o) 依 gate) 的 积分 存在 ;并 由 和 忆 29) 塌 未。 现在 现 图 数 ou) 的 吕 
里 点 必 有 无 蒜 多 。 咀 2 是 与 上 述 的 那些 分 岩 司 样 的 分 割 ， 但 其 镍 立 元 比 记 
区 关 的 端点 及 前 个 并 断 点 ，er ca， 7 oo 对 于 如 此 的 分 割 序列 知 , 作 藉 和 
cns 钉 1 ca 由 与 禾 为 分 扼 的 独立 元 到 的 条 点 相应 的 诸 项 之 和 冤 于 


Sr (CER) YRS 
而 这 与 赦 点 $3 的 选择 无 关 。 渤 察 弄 更 于 分 割 5 中 的 某 一 开 区 间 (wy 有 ) 。 利 


as, 中 与 它 和 应 的 项 力 是 . 
yl708 一 0 一 9(x 十 0) 了 (a<i<h),  - 

如 果 | .Ace) | 过 工 ， 那 来 

[fo TI8(8 一 0) -gat 0 eILLg(8 -0) -yt +0)], 
而 差 g(8 一 上) 一 g(a 二 0 力 是 9(o 在 区 间 ‘a, 8) 中 锯 哮 康之 和 。 如 此 03 中 
与 分 割 纺 的 钥 天 区 疗 相 应 的 精 项 之 和 依 移 对 秆 不 大 于 陋 数 9 (x) 的 除 在 请 点 
Cn C29 ?Cx 的 斌 六 以 外 的 - -加 里 度 之 和 与 互 的 滋 积 。 当 无 跟 地 夫 大 关 有 时 ， 
这 和 趋向 于 震 , 而 与 上 过 岸 点 相应 的 项 之 和 的 极限 力 是 收 伍 级 数 


Sf ye (130) 


所 以 (如) 依 9a(5) 的 积分 存在 ,并 由 灯 数 (130) 朗 示 , 这 正 是 所 要 谣 的 。 

如 此 关于 - - 山 斯 近 勒 杰 斯 积分 存在 的 问题 化 成 关于 了 (Ce) 体 逻 粮 不 减 加 
数 g (2) 的 积分 存在 的 问题 。 对 于 这 种 连 入 医 救 , 正 出 分 着 序 列 可 以 是 任意 只 
有 元 限 家 分 的 部 分 区 闻 的 分 割 译 列 , 而 了 Ce) 依 yo(x) 按 -- 般 积分 的 效 义 可 积 
分 的 必要 旦 半分 的 条 件 与 对 于 者 等 积分 所 述 的 完全 一 样 。 如 果 zfz) 是 因 变 
两 数 , 那 末 了 (2) 依 g(z) 的 一 般 积 分 与 基本 积分 - - 样 由 公式 (126) 定义 。 傅 上 
述 的 定理 ; 任 -- 轿 变 画 数 .7(w 依 任 - -图 变 坪 数 9 (ay 技 一 般 各 分 的 意义 可 积 
分 。 

举凡 一 类 使 任意 的 有 有 界 增 本 数 (2) 可 积分 的 画 数 。 所 前 7 (2 证 在 区 有 


4 ne 第 一 沦 斯 殷 勒 杰 基 积分 


44 上 片 识 定 值 的 ; 是 指 这 区 天 可 以 分 割 成 有 穷 多 万 学 公 点 的 区 间 4D，4， 
… 4 使 了 2) 在 每 个 区 源 409 .1 保 特 不 变 的 秆 BE。 不 难 拓 出 ,凡生 艇 寄 
灸 的 医 数 全 任意 的 2(z) 可 积分 。 事 实 上 ;如果 是 4 的 分 割 ;分 它 成 部 分 区 
并 4p， 那 来 和 ss 与 Ss 是 相同 的 : 


=6= br (4), (13D) 

重生 使用 这 分 割 3; 可 知 身段 定 们 画 狼 了 2) 依 9( 允 的 积分 存 布 ; 并 由 和 
413D 寂 东 。 引 用 红 红 中 的 竹 质 六 ,可知 邵 果 陋 数 /(2) 在 放疗 二 上 力 是 片 
惨 定 什 涡 数 广 人 (2 的 一 致 履 伍 的 稀 限 , 郑 末 它 俯 任 送 有 内 塌 瑟 数 g 如 ) 设 --- 般 

' 白 提 商检 斯 识 分 的 襄 义 可 积分 。 . 

2 宫 ， 平面 上 的 区 隔 范 数 ” 区 沿 的 加 法 隐 数 概 从 及 斯 担 勒 杰 斯 

狐 芳 的 作法 在 下 而 上 ,在 三 继 空 六 , 及 一 般 地 在 多 蕉 空间 中 被 为 复 
当 。 我 全 考 罗 平面 的 情形 。 册 所 撑 的 推 台 给 很 容易 看 由 对 于 蕉 数 砚 
大 的 空间 应 作 如何 的 改变 。 殴 有 -平面 , 其 上 有 举 标 愧 耳 及 Y， 
砷 发 在 且 轴 上 有 某 一 区 沿 4d。, 而 在 了 轴 上 有 其 一 区 上 闫 dv， 此 处 
区 明 的 内 念 是 估 [24] 中 所 迹 的 一 般 意 义 了 解 的 。 这 两 区 婴 4 及 
4, 在 平面 上 洗 义 某 一 区 间 4， 就 是 说 , 一 点 (z， 纪 属于 4, 是 指 
w 属于 4。, y 属于 4y。 芝 些 在 平 丽 上 的 区 时 也 可 以 是 各 种 各 样 
的 。 它 可 能 是 阴 区 尚 ,并 由 不 等 式 cz 和 bj os<y<d 定义 ,或 是 由 
不 等 式 4<2<0, o<gs& 定义 的 守 开 区 间 , 或 是 由 不 等 式 <c<Y<< 
<5，6<sy%y<d 定义 的 牛 和 天 区间 , 或 是 由 不 等 式 02<5, ce<ys:d 
定义 的 牛 开 区 遇 , 或 是 平行 于 不 轴 的 一 个 直线 稳 段 : e<z 拓 D9 一 
=0, 或 亮 是 一 点 4 一 ay Y=6 等 畦 。 在 上 述 各 式 中 出 现 的 谢 数 好 9 
85, e; 4 可 以 是 有 盎 的 ,也 可 以 是 无 好 的 。 在 下 面 ,对 我 从 有 以 大意 
义 的 力 是 由 不 等 式 <<z<3, ce<w<d 决定 的 定居 区 阳 , 而 为 简 军 
起 见 在 下 而 只 拒 如 此 的 区 明 叶 做 竺 开 区 疝 。， 
设 d 为 平面 上 一 区 测 , 取 它 做 基本 区 阿 ， 并 在 一 个 属于 Jo 

的 任意 区 间 4 上 完 义 某 一 非 负 天 数 GC4) , 而 这 西数 有 加 法 性 及 
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正 营 注 。 挽 | 医 流 ;如果 A 可 羽 小 示 上 成 让 无 到 点 的 下 个 区 天 之 和 ; 
pe i AD ds :二 4， 午 赤 


G4)= 3 G4), 


而 如 果 4i， ds, … 是 区 间 的 蕉 序列 , 则 BC4)->0。 

更 在 淹 明 这 种 画 数 的 几 个 性 质 。 由 面 数 G( 4) 的 非 负 性 及 如 
法 性 , 奏 按 可 知 Gtdo) 乃 是 属于 do 之 浇 4 上 图 数 G(4) 之 最 大 
值 。 当 区 并 4 是 一 个 个 别 的 点 了 时 ,我 合 简 理 地 用 GP) 者 示 
G(4) 的 值 ,而 由 于 高 获 9(4) 的 非 贫 处 ,6 (1) 守 0 、 可 以 本 ,并 
出 于 do 的 一 切 点 了 处 ，G(P) 一 0。 在 这 情形 下 民 数 Gd) 由 这 
在 4o 中 速 续 的 。 如 果 GD >0， 部 末 点 卫 时 做 GL4) 的 间断 点 。 
不 难 证 明 , 沿 业 虎 集 食 是 有 和 穷 的 ,或 屋 可 数 无 劣 的 [会 中 第 6 节 ]。 
取 满 足 GCP) > 的 间断 点 。 依 8S(4) 的 加 法 性 及 正常 可, 如 此 上 
的 数目 不 能 大 于 数 G 《4s) 的 整数 部 分 。 间 样 , 议 足 G(P) > 总 钩 
基山 断 点 的 总 数 不 能 天 于 2G(4o) 的 整数 部 分 ,如 此 炎 推 。 如 此 ， 
与 在 [6] 中 完全 一 样 ,可 知 问世 点 的 总 数 是 有 筋 或 是 可 数 无 穷 的 。 
如 果 是 可 数 无 穷 的 ,而 Pa Ps， … 是 这 一 切 间 基点 钥 成 的 序列, 则 
由 兹 正 数 G(Pe) 所 成 的 锥 数 收 化, 并 满足 不 等 式 

EGP) < G0 (132) . 

完 低 同 样 地 , 晓 /是 一 条 兴 行 于 一 华 标 禄 的 直线 合 寺 do 中 的 
部 分 , 而且 GD >0, 旭 二 时 做 曲 断 各 。 几 菠 行 于 一 坐标 轴 并 通过 
一 全 间断 点 的 直线 必 是 由 断 线 。 但 可 能 有 间 疡 线 ， 并 不 包含 任何 
覃 断 点 9 。 与 上 面 完全 一 样 ,可 以 症 明 ,如 时 间断 狼 在 在 , 那 未 已 
和 的 数 旧 有 败 或 可 数 无 劣 。 这 里 ，4o 内 与 华 标 炳 不行 的 陛 断 入 是 


@ 麻 独 注 :例如 识 G(4) 对 于 平面 上 的 一 切 区 赔 4 定义 加 下 : Gd) 引子 .1 补 
取 起 碟 “一 0 的 于 纹 候 之 时 度 。 则 “= 6 总 阅 断 税 , 租 暴虐 现 生 点 都 旺 G1 个 难 巡 类 .,x。 
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指 整个 绥 段 。 蔽 有 一 区 摘 序 大 4 人 一 1 2 …) ;4 包含 4,11, 而 
为 一 切 区 向 4 所 仆 有 的 , 仅 是 P 点 或 是 线 [上 的 一 切 点 。 在 这 
情形 下 , 我 们 说 4, 是 一 个 趋向 于 上 或 /的 粮 区 得宜 4 是 平行 于 
一 个 坐标 地 的 直线 线段)。 应 用 夯 数 GC4) 的 正常 性 ,可 以 征明 ， 
如 果 4 是 艳 向 于 卫 或 1 的 燥 区 沿 租 , 逆 未 G(40->G(P) 或 
GD) 。 现 在 证明 关于 点 PP 的 情形 ,并 恰 卫 位 于 一 切 区 间 4 之 相 
部 , 工 且 这 些 区 妆 都 是 开 的 。 通 过 书 作 和 平行 于 坐标 加 的 直线 ;并 把 
每 个 区 尚 4 分成 下 列 诸 部 分 :点 ,及 上 述 两 痊 线 为 也 所 蕉 着 包 
含 于 4, 中 的 四 线 眉 , 以 及 所 余 的 四 个 区 操 。 当 4 无限 地 智 向 
点 P 时 , 所 作 的 一 切 分 割 部 分 , 除却 点 P 之 外 ,各 自 粗 成 零 区 间 
诬 询 ， 而 由 于 GC4) 的 正常 性 ， 对 于 每 个 如 此 的 序列 全 (4) 必 趋 
向 于 堆 。 注 辣 国 数 G(4) 的 加 法 性 , 可 以 泪 出 , GC4,) 一 >G LP)。 
完全 同样 也 可 以 讨 葵 关于 卫 点 的 其 他 情形 及 让 和 线 ! 的 情形 了。 

如 果 把 G(4) 解释 成 在 基本 区 闻 4e 上 的 某 胸 质 分 布 中 位 于 
区 疝 4 上 的 质量 ,上面 的 定义 就 很 清楚 了 。 例 如 设 CP).>>0, 那 末 
在 点 了 处 集中 有 质量 G(P) 。 同样 , 如 果 G(D) >0, 色 质 最 GO 
依 某 科 方式 分 布 于 统 1 上 。 例如 纹 有 站 开 区 疝 4o(0<z<2 0<- 
<y 寺 2), 而 在 其 中 在 线段 (w=1, 0<y-<1) 上 分 布 有 质量 ,其 线 
性 密度 是 工 。 在 这 情形 中 G(4) 等 于 4 所 包含 线段 p 的 那 部 分 的 
长 度 。 在 属于 4e 的 任意 点 已 处, G(P) =0。 如 果 4, 是 趋向 于 
pm 的 狐 区 间 钵 ， 屠 末 其 面积 趋向 于 雳 , 但 G(4) 对 于 一 切 % 都 等 
于 4。 

注意 在 属于 4o 的 一 切 区 戎 上 定义 的 丽 数 GC4) 可 以 很 容易 
”推广 到 平面 的 一 切 区 池上 去 ， 面 所 得 锣 数 仍 是 非 负 的 、 加 法 的 、 正 
党 的。 事实 上 , 如 果 4 是 任意 区 尖 , 而 44o 是 区 于 4 及 do 的 积 ， 


国 ” 愉 衣 我 悄 将 不 己 对 于 区 筒 ,再 且 对 也 远 为 一 般 的 点 集合 证 明 G (4) 的 上 法 . 
性质 。 . 有 


3 中， 化 到 点 师 妆 ge 


就 是 说 , 出 证 忆 荆 4 电 回 于 .4 的 -名 点 所 成 的 集合 , 那 林 这 积 息 
吕 于 的 区 手 , 而 刘 入 就 得 记 上 的 吾 和 页 数 避 (人 的 捧 广 ， 就 
是 襄 例 如 (二 全 jjJoy。 如 案 息 GJ) 镍 加 成 在 区 加 4 二 的 时 
售 , 而 一 切 贤 量 分 布 于 区 尚 46 上 ， 妈 很 容易 从 物理 于 未 解释 蕉 厂 
了 的 画 灼 (4)。 

以 后 我 全 可 以 看 出 ,如 举 只 在 化 守 开 区 关上 始 出 了 一 个 左 名 
的 、 基 只 的 、 正 党 的 本数 , 邯 末 竺 不 仅 可 以 用 唯一 的 方式 扩 质 过 
切 区 锡 上 去 , 而 导 , 还 可 以 扩展 到 洲 面 上 极 宽 广 的 点 集合 类 上 去 ， 
莽 仍 保存 上 过 的 一 切 填 路 。 同 时 , 像 上 面 衣 的 ,这 面 数 在 点 上 及 站 
级 上 的 数位 ,可 以 全 其 在 玲 区 半 姓 上 的 值 取 权 限 而 得 出 ,大 县 返 
可 淄 值 与 绽 区 地 组 的 选择 元 其 。 ; 

不 鸡 和 次 数 G (J) 分 解 成 哮 度 轴 数 及 汪 神 部 分 。 酸 全 (4 是 
徘 盖 的 、 训 法 的 、 正 常 的 , 潮 甘 定义 于 一 雏 记 于 4o 的 4 .上 。 齿 
;二 ], 2，…) 表示 这 画 数 的 疝 断 点 。 定 义 跃 度量 数 G4y(4 和 
下 Gil 等 于 在 属于 4 的 绒 Pi 点 处 证 值 G(P) 之 和 。 注 意 ， 
各 录 这 间 陆 点 集合 是 可 数 兹 穷 的 , 部 末 出 GLPx) 租 成 的 级 数 是 收 
笋 沟 。 轩 Cd) 表示 差 值 944) 一 Gi(4)。 湾 一 画 数 没有 摘 靳 点 ; 
个 难看 出 , 国 数 Gu(4d) 及 Go(44) 是 非 鱼 的 、 加 法 的 .正常 的 。 正 常 
性 直接 由 下 而 不 等 式 得 出 : 0 和 9) 二 Gd 0G 所 G4)。 
我 们 号 出 所 得 丽 数 G(4; 的 分 解 如 下 : 

GA) ==Ga(d) 十 Getd)。 

238， 化 到 点 画 数 ”用 点 克 数 gz 9) ,可 以 作 区 问 丙 数 G(4)。 
设 有 一 点 族 数 gtz, 四， 零 它 对 于 一 切 周 于 壮 轴 上 区 天 do 的 2 
及 一 研 启 玉 六 蔓 E 区 出 dy 的 yg 有 完 义 ,而 49 及 4 和) 定义 看 面 
上 一 苛 本 区 则 Jo。 再 设 归 数 9(x, y) 当 图 定 一 个 变数 时 对 于 另 一 
变数 是 不 减 的 , 工 且 

9 十 y+ — goth yD — ge y+ ht gs YF0 《1133， 
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对 于 任意 的 x 及 以 及 任意 的 正 数 为 及 上 成 并 。 由 所 涝 可 知 柱 限 
gf y+0) 及 glw 士 0, 存在, 并且: 
(1 )g(was yO 9(21, y+0); gs, 3 一 D) Fm g—0) 
如 果 to>w1, 而 的 
(2)9(2+0, ya) gs+0; 9); Gls—0, ya) F920, 1) 
如 果 ya- 人。- 


由 下 这 旦 公式 表示 出 来 的 单衣 性 ,可 以 依次 恋 各 个 变数 以 袍 
酸 : 
A=lim lim gl(wth, y+ , B=lin lim pe 
此 二 十 人 下 一 寺 人 Pt + Ly 


开刀 可 以 证 明 它 们 相等。 因为 g(z 二 1， 9 十 太 演 gz- y 二 0)， 
普 污 依 克 了 双 枉 月 ,再 依 天 到 称 限 ,得 4 二 上 8。 完全 辐 笠 屯 训 以 让 明 
54, 所 以 8=4 、 很 自然 地 可 以 用 g(z+0,y+0) 表示 量 4= 
二 BB。 完 双 同 样 可 以 证 有 明 

Jim lin g (2— 妨 ，Y 一 }=—lm Ws h, y—k), 


大 注 趟 0 四- 十 
而 这 柱 限 值 自 然 地 可 以 表示 趟 9(z 一 0, y 一 0) 。 到 此 为 十 我们 只 ， 
应 用 了 (2, 纺 依 每 个 变数 是 非 减 两 数 达 一 事实 。 青 应 用 条 件 
133) 。 作 极限 值 : 
=lim lim 9 (Sb, y 一 各 ，Bi 二 =lim lim 9 十 为， vin 2 


大 -> 十 日 办 地 
大 证 明 小 一 B41。 识 0 如 过 及 ,0 之 开 过 和 可 以 依 (133) 写成 
grth, yh) 一 和 (十 大 3 一 四 一 9 十 和 9 一 和 十 一 
十 2 二 2 一 四 20。 
首先 全 加 趋 于 雾 , 然 后 再 全 五 趋 于 堵 ? 可 得 
g++h, y—0) 一 gz 二 7 y—h)—Ai+tyst0, y—H) 0 
现存 再 首先 介 记 趋 于 老 , 然后 介 趋 于 寺 , 可 得 Bi 一 41 宇 0， 
就 是 说 Bi3 41 。 同 样 可 以 话 明 ， 41> Bi, 所 以 44= 8B,。 我 们 用 
(2 十 0, 4 一 0) 表示 量 4:= Bi 。 完 全 同样 可 知 


23. 不 到 点 天 数 元 


lim Jim g (2— h, y+h) = lim lim 1 9 CC 一 h, y+ , 


天 -十 可 hm+h 
而 将 这 一 重复 榴 限 值 才 示 成 g(z 一 0, 2 十 0)。 不 难 就 明 , 在 上面 所 
堵 轩 的 四 个 钱 形 中 , 当 尾 总 地 同时 合 六 及 天 趋向 于 +0 时 也 得 辣 
样 的 极限 值 。 例如 可 以 证 明 : 对 于 任意 预 和 给 的 正 数 se, 必 存 在 一 正 
数 ? 使 当 
0<h<n, 0<E<nH 
igiw+h, y—PD —g(s+0,y—0) |<e 
如 此 , 当 (133) 满足 叶 , 记 号 9(z 士 0, 9% 士 0) 有 硝 定 的 沉 义 。 
借助 g(%, 可 以 作 一 非 鳞 、 加 法 的 ,正常 的 而 数 G4(4) 如 下 。 导 
4e 及 4 是 坐标 轩 上 的 区 网 ,这 两 区 网 决定 了 平面 上 的 区 关 4， 户 
设 e 及 5 是 区 皮 4。 的 端点 ,ce 与 4 是 小 的 端点 。 如 此 9(4) 等 
于 正面 的 式 子 : 
g(b+0, d+0) 一 9(5 士 0, c 土 0) 一 
一 g(a 土 0, d+0) 二 g(w 土 0, 2 士 0)， 
而 符 叶 的 取 择 是 依照 下 面 的 规定 : 当 区 疝 在 右 端 是 二 的 ,或 在 左 端 
是 开 的 , 则 取 十 号 ;而 当 区 半 在 右 端 是 开 的 ,或 在 左 端 是 末 的 , 划 取 
一 号 。 如 此 ,例如 在 瑚 区 上 隔 的 情形 ; a<w<5, csy 生 2， 则 ; 
Gd4) 一 9G 十 0 04+0) —g(6+0, c—0)— 
一 ge 一 0， 3+0) -g(a—0, c—0)。 
在 年 开 区 癌 &<w 志 5, ce<y<d 的 情形 ， 
GAA) =98+0,44+0)—gB+0,c+0)— . 
—g(lat+0, a+0) 十 9(e 二 0 e+0), 
刊 在 点 4 二 Q ,YY 二 6 的 情形 : | 
GA =g(at0 et0 g(at0, 6—0) — 
一 IC 一 0, 6 二 0) g(a m0, c—0), 
反之 , 女 果 有 有 一面 数 他 (Cd)， 那 林 容 易 作 一 点 两 数 9(z, 阴 ,大 用 电 
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， 依 上 还 方式 得 出 G(4) 来 。 例 如 识 9(4) 定义 生 整 个 开平 面 上 。 
如 此 可 肯 gCw, 绪 于 区 闻 do 上 G(4) 的 值 ,而 4sy 是 由 下 面 两 
个 轴 上 的 区 间 定 义 的 : 一 co<wsay 一 co<wW<sy。 如 此 作 的 
9g(z, 引 是 依 2 及 2 右 连 篇 的 。 注 党 (133) 的 左边 不 变 , 如 果 对 于 
gz g 加 上 -个 nw 及 y 的 一 次 多 项 式 的 话 。 注 意 , 如 果 9g (8, 
是 这 午 画 数 , 郑 末 与 它 相 应 的 S(4) 饭 无 间断 点 又 无 间断 线 , 刻 命 
题 烛 成 立 。 如 果 在 点 (%, 切 处 ,两 数 你 力 有 间断 ,但 
(2 十 6 24 十 四 一 9 一 0 y+0) 一 9(2 二 0 y—0) + 
十 g{Y 一 0 7 一 站 一 0， 

那 未 这 点 不 是 仓 (4) 的 间断 点 。 

作为 例子 ,考察 上 面 说 过 的 一 种 质量 分 布 , 即 帘 痪 量 分 布 于 线 
段 z=1,0<y<1 上 ,其 线性 密度 是 1 。 如 此 划 当 2<1 或 y<0 时 ， 
gg) 二 0; 而 当 % 汪 1 面 0<y<1 时 48, 起 = 外 当 w>1 而 gy 六 1 
时 9g (x, 8g) =1 

完全 同样 地 可 以 考察 三 亲 空 间 中 的 区 间 , 其 坐标 轴 为 下 ,了 ， 
多 。 如 此 的 区 关 由 二 上 的 三 个 区 闻 来 定义 。 除 掉 焉 行 于 轴 的 线 及 
点 以 外 , 还 须 关 察 平行 于 坐标 平面 的 在 面 。 此 外 则 一 切 推 理 法 及 
竺 果 都 与 上 面 的 一 样 。 

只. 平面 上 的 斯 提 勒 杰 斯 积分 “不 难 把 斯 提 勒 杰 斯 积分 的 要 
念 推广 到 平面 的 情形 在 此 我 们 必须 葵 及 把 一 维 区 间 分 成 部 分 的 辣 
题 。 如 果 4 是 某 一 下 面 区 疝 , 由 坐标 轴 下 的 4。 及 4 定义 , 那 末 
我 们 所 请 4 的 某 一 分 制 , 是 指 把 4 分 成 部 分 区 于 , 而 这 分 法 由 4。 
及 4y 的 分 割 底部 分 区 间 而 得 。4| 的 每 个 部 分 区 疝 是 由 4。 的 一 个 
部 分 区 间 及 4 的 一 个 部 分 区 个 而 定 的 。 在 阅 TI 上 所 夯 的 是 把 牢 
开 区 天 妇 碾 六 个 部 妇 区 出, 而 分 法 正 是 依 上 述 方式 来 作 的 。 

在 图 2 上 所 画 的 是 完全 另 一 种 分 法 。 在 这 从 法 中 分 割 钱 界 于 
区 并 4 的 中 间 , 丽 梓 不 能 恢 上述 方式 恒 区 疝 4。 及 4y 的 分 振 法 得 


” 骂 不 而 汪 的 由 所 勒 胡 基 [ 惧 盆 ?1 


Gat ss ES 


酷 2. 

出 。 但 很 容易 从 第 二 六 的 分 贸 法 粹 化 成 第 一 类 分 害 法 , 只 须 引 及 
一 切 分 制约 ,所 以 在 妃 后 只 应 用 第 一 种 的 分 割 法 ,这 并 不 引进 重大 
的 典 制 。 分 基站 寻 做 他 其 6 的 后 粮 , 是 指 与 5' 相应 的 4; 及 4 分 
荐 各 是 与 6 相应 的 由 及 的 耸 刘 的 后 稻 。 如 环 3 及 65y 是 4 的 
两 个 分 割 , 丙 6 及 66 六 及 69 和 名 是 与 此 相应 的 4 及 4, 的 
分 割 , 出 所 训 税 Si6s 把 指 由 区 峙 ,dj 上 的 分 割 53009 与 4, .上 的 分 
荐 936 所 定义 的 分 割 。 分 完 66 显然 足 分 割 3 及 6 的 后 蕉 。 
还 归 注 次， 如 果 了 是 万 于 4 的 区 于, 瑞 来 必 Ee 4 的 一 个 分 疯 ， 
害 这 分 割 中 个 恰好 是 一 个 部 分 区 周 。 

在 东 面 、 汪 从 空间 及 一 般 包 灯 空 间 的 情形 中 不 难 作 与 斯 担 勒 
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杰 斯 积分 相 类 似 的 概念 。 现 在 只 考察 下面 的 情形 。 在 其 他 情形 中 
作法 完 全 一样。 
丁 面 | 上 葵 出 一 个 有 筋 区 痢 4@), 在 它 之 上 定义 一 个 一 臻 
. oR ff(D 及 一 个 闫 锡 、 加 法 ,正常 的 区 描画 数 
G(d)。 咒 5 是 4) 的 一 分 割 ， 耸 它 成 为 下 无 下 点 的 部 分 区 崩 A1， 
和，…，4，。 在 每 一 di 中 取 一 点 P， 并 作 和 
ci FPG 13 


与 在 [4] 中 完 杂 一 样 ,可 以 葱 明 当 濡 区 域 4 的 直径 中 的 最 天 者 趋 
向 于 等 时 ,这 和 有 一 确定 的 极 隘 。 这 概 限 由 做.J(P) 依 9(4) 的 积 
分 : 


[rfDAGD in SPYCAM), 488 


如 果 , 上 比如 识 ，4% 是 年 开 区 章 , 法 末 可 以 只 使 用 分 成 生 开 部 
分 区 间 的 分 割 。 设 go, Y) 是 与 GC4) 相应 的 右 束 丢 夯 数 ,而 4 
-是 由 不 等 式 
WPL go YE bs 
定义 的 。 把 这 两 区 关 分 割 : 
C2 os 
Wa Yo CY Ya Ya ba 


而 全 了 LP) = 了 (2 9， 可 以 殷 和 (13 和 9 写成 下 面 的 形式 : 


co- 号 有 的 ( 注 只 [yg 《css Yit1) 一 一 go， Yr1) — 9 (Let1s 0) 二 | 
: +g(z:, Y)1， 

而 < 人 pel) Why 与 在 [4] 中 完全 一样 ,可 以 道明 如 
果 了 (P) 在 4 内 都 速 续 并 有 界 , 而 G(4) 萍 足下 面 所 可 的 补充 、 
“条件 时 ,斯 提 支 杰 斯 积分 几 存 在 。 

避 4 中 是 位 于 4 多 内 部 的 阴 区 并 ,并 逐渐 扩大 ,趋向 于 4%， 


弓 . 平 而 上 的 斯 径 禄 术 斯 积分 TS 


使 4 中 的 任意 - 一 个 内 点 落 于 一 个 足够 大 的 A 之 中 。 我 个 
求 G(4S) 一 G(4") 。 这 与 我 们 在 [ 生 中 所 可 g(z) 在 区 境 端 点 如 
所 勤 杰 斯 积分 也 可 以 定义 于 整合 平面 -co<z<< 十 co 
一 oo-=.%<< 十 co 上 ,后 者 我 们 霄 示 做 局 。 蔽 G(4) 是 对 凡 属 于 @ 的 
有 穷 及 无 激 区 出 定义 的 非 负 、 加 法 、 正 常 面 数 。 发 45 是 一 序列 
区 向, 无 限 地 依 一 切 方 向 扩展 ， 例 如 证 4 是 一 nwn 一 
sosn。 由 于 G(d) 的 正常 性 ,可 知 Gd4e)->G(QG) 。 如 果 PCP) 
在 @ 中 连 粮 闫 有 界 , 阔 末 存在 斯 提 勒 杰 斯 积分 (13 四。 此 时 ,分 荐 
序列 的 家 法 必须 使 对 于 任 深 园 定 的 % ,与 4o9 有 公 此 点 的 区 疝 的 
最 大 闪 称 趋 近 于 禹 。 

积分 区 域 也 可 以 未 是 区 间 4 而 是 可 以 囊 示 成 有 穷 多 个 区 
间 之 和 的 茶 一 区 域 5 。 我 们 可 以 将 评 区 则 任意 精 帮 地 分 割 ， 作 和 
(184) ， 而 取 航 限 值 。 在 8 上 的 积分 于 是 化 成 在 8 所 分 成 许 区 间 
上 积分 之 和 ;而 恩 然 与 8 分 厂区 并 的 方式 无 关 。 

二 约 斯 渴 勒 杰 斯 积分 的 性 时 与 以 前 讨 过 的 单 积分 的 性 质 完 至 
类 似 。 我 们 证 明 与 [9] 中 的 公式 (59) 和 相 仆 的 公 尖 。 融 fo( 了 ) 与 
了 (P) 在 4 中 一 到 速 绚 半生 有 界 ,而 jo( 了 P) 这 0, 并且 全 (4) 与 上 
刘 的 一 样 。 证 4 是 周 于 4 中 的 任 筷 区 向 。 区 漳 枚 数 


Go) = fo PG (a4) 
显然 是 在 4” 中 菲 负 的 ,加 法 的 ,正常 的 。 翁 式 
es (P) Go (dd) -| FPCp)G(C4) (96) 


成 立 。 
事 奖 上 ,相应 于 左边 积分 的 和 os 的 形式 是 : 


co- 六 JP | fh)G (G4), Ga7) 
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可 以 写 出 
| Peace pt PN Ga + [flP) ~ 
—fo dG ge (188) 
是 然 记 (2) 其 一 至 过 续 的 ,可 和 | 
| tf) fotPoIG a) [sf Lo)— 
fp) GND) eG di), 
其 中 当 阔 4 的 企 径 中 最 大 者 趋向 于 零 时 ,se 一 0.。 将 (188) 代入 
(137) ,可 得 


oo= BPRPY) GA +mn 
而 lss PD GD, 


”由 此 可 知 >0， 而 取 上 面 公 式 的 梭 陈 值 可 得 (136)。 关于 在 积分 
上 导 下 取 椰 限 值 的 定理 仍 国 正 确 。 
注 剖 ,在 一 楼 的 情形 中 我 们 关于 基本 区 闻 的 一 个 分 制 点 论 属 
于 那 一 个 部 分 区 闻 的 问题 坤 不堪 究 ， 而 在 不 减 西数 gtw). 的 情形 
中 ,对 于 无 论 开 或 所 的 区 尚 a, 8 都 应 蔗 值 9048) 一 9(o) 做 为 共 长 。 
这 对 于 在 [和 中 定义 的 积分 并 开关 紧要 。 
最 后 ;我 们 举 出 二 提 斯 提 勒 上 斯 积分 应 用 的 几 个 例子 。 或 C 是 在 有 汰 阴 
区 出 4o 上 的 束 粮 画 数 的 空间 。 如 在 [15] 中 一 样 ,可 以 定义 C 中 的 弹性 运 
画 , 而 洲 种 泛 画 的 一 般 形式 可 雪 成 斯 提 勒 杰 斯 积分 : 
err ce)1= [| AP)Gra4)。 
设 在 有 淮阴 区 则 4o) 上 分 布 有 质量 , 而 图 数 G14) 是 位 是 区 间 4 上 的 园 
最 总 量 。 如 果 小 东 小 点 为 到 区 于 Jo) 由 的 变 点 的 距离 ,于 本 所 这 的 丑 
， 莉 在 位于 dt9 外 部 的 点 开 处 的 对 数 势 由 下 面 公式 凑 定 : 


“0D=]|,, lsi Ga)e | 


2 不肖 上 的 力 变 巩 数 wh 


局 样 可 以 定义 三 稚 究 上 逆 由 的 牛 钵 热 。 渤 意 在 如 比 定义 势 时 我 们 不 用 窗 
度 杭 金 ,面具 用 次 定 质 量 分 布 的 非 久 .加 法, 正常 画 数 G(4 。 如 打点 革 属 导 
do， 那 末 如 题 还 有 待 进 - - 攻 的 村 前 ;但 我 人 不 再 深入 了 。 

中 .平面 上 的 基本 与 一 般 积分 “” 作 桩 尚 1 的 基本 与 一 般 职 分 与 在 一 条 
清 形 中 一 洋 。 规 在 区 天 加 中 已 知 .有 具 点 画 数 FP)， 及 一 非 全、 加 法 、 正 
常 的 区 瘟 酷 数 G(4)。 设 5 是 分 为 部 分 区 闻 要 ， 符 5， 4 的 一 各 分割 
而 mx 与 到 是 JP) 在 4 中 主 值 的 于 确 界 及 上 确 界 ，Px 是 4 中 某 一 点 。 
作 和 


$s = me Cd) ) Ss= Ga); 03= 3 f (POG (139) 


用 1 表示 和 的 上 确 界 ,了 志和 54 的 下 确 界 。 如 果 = IT， 那 末 我 们 就 
f(DP) 依 GJ 可 职 分 ,而 1 是 这 积分 的 简 。 如果 由 是 个 开 区 间 , 而 在 作 和 时 
我 们 只 使 用 分 成 宁 下 部 分 区 时 的 分 割 ; 卷 琳 得 出 基本 积分 。 如 果 册 是 任意 区 
阅 , 而 我 们 把 它 分 着 成 任 半 区 并, 如 得 一 般 姑 分 。 

在 fa8] 中 所 苦 的 - 切 无 希 变 动 就 可 以 适用 于 和 (139) 。 党 理 1 对 于 其 

本 积分 及 一 般 积 分 蔓 角 有效。 所 天 对 于 基本 积分 的 正则 分 婴 序 列 是 指 一 序 
列 5m 使 贺 数 (4) 的 任意 周 籽 艇 z=zo 及 %= 斩 也 同时 是 从 基 一 %* 伪 以 后 
的 一 切 本 的 分 轴线 ,而 此 外 当 工 增 大 时 畜 分 制 5 无 限 地 和 分 。 在 -一 般 积 分 
的 情形 中 第 一 条 件 必 须 换 成 下 面 的 :每 一 间断 稻 是 从 某 一 *# 值 以 后 的 一 切 5 
的 分 荐 线 , 而 在 和 [的 每 一 并 断 点 算 做 从 某 一 # 以 后 一 切 和 中 的 独立 分 割 元 
索 。 定 再 ? 及 3 及 共 季 [18] 在 生 面 的 情形 也 成 立 。 
”注意 在 和 无 沁 区 天 的 情形 中 ， 匹 限 地 直 分 郁 分 区 关 变 成 了 下 面 的 情形 ; 对 
于 任意 预 恰 网 正 数 只 及 正 数 =， 必 存 在 -~ 个 数 入 ,使 当 n> 时 凡 与 区 间 
一 妆 志 7 挝 4 及 一 44 世 yg 所 有 公 点 而 属于 4 及 4 的 邮 分 区 朋 之 撒 必 志 #。 依 
G(4) 的 可 积分 性 与 同时 依 Ga(d) 及 依 G。(4) 可 积分 性 问 效 。 在 一 般 积 分 的 
情形 中 任意 有 异 画 数 .PP) 依 Grf4) 是 可 积分 的 。 依 ,G(4) 可 积分 性 的 必要 
且 充 分 的 条 件 可 以 陈述 如 下 : 对 二 任意 预定 的 正 数 。， 可 以 用 有 劣 多 或 可 数 
无 六 多 个 区 并 4 复 这 ACP) 的 间断 点 ,使 习 Ge(4x) <e。 


中. 平面 上 的 固 灾 责 数 ”关于 平面 上 园 变 画 数 的 考察 大 体 与 
以 前 一 榜 。 租 其 陈述 姑 稻 有 不 同 , 因 为 我 个 不 使 用 点 西数 的 说 法 ， 
而 用 区 车 语 数 的 说 法 。 设 G44) 是 加 法 的 正常 的 区 所 本 数 ,， 对 于 
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凡凡 于 某 一 基本 区 间 尚 de 的 区 向 ( 估 最 -- 般 的 意义 定义 。 这 丽 数 
莽 不 假 改 为 非 旬 的 。 届 41,…, 4。 是 分 do 为 部 分 区 向 的 某 一 分 
省 6 。 作 和 


6= 局 l8(401。 (140) 


- 定义 ”如果 对 于 一 切 可 能 的 分 割 3, 这 和 总 是 有 界 的 , 那 末 医 
数 G(4) 中 做 在 区 间 4 上 园 变 的 丽 数 ,而 这 些 和 思 的 上 确 界 中 做 
“(4) 在 区 晤 4 上 的 全 变 分 或 简称 变 耸 。 我 们 用 训 号 (0G) 过 

示 之 。 和 名 与 双 变 分 的 性 实 与 我 们 在 [8] 中 所 论 的 诸 性 质 完全 相 
人 羽 ; 我 全 只 银 述 这 些 性 质 而 不 加 证 明 。 
和 如果 3 是 分 制 5 的 后 燃 , 那 来 志和 如。 如 果 GQ(4) 在 do 上 是 国 
变 的 , 那 示 它 在 任意 属于 46 的 区 闻 4' 上 也 是 园 变 的 ,而 sr (9) 志 
“<.(G) 。 任 意 非 负 的 臣 菲 正 的 而 数 -9(4) 是 加 变 画 数 。 各 果 区 
泗 4' 周子 de, 那 未 下 面 不 等 式 成 立 : 
i SVT, (141) 

而 在 4 中 国 变 的 醒 数 G(4) 对 于 的 属于 do 的 区 间 4( 依 税 对 值 ) 

是 有 界 的 。 几 固 变 画 数 的 线性 租 合 式 都 是 转变 醒 数 。 [8] 中 关于 
税 与 商 的 定理 3 仍 正确 。 公 变 分 六 A(G) 是 定义 于 4 中 的 某 一 非 
负 醒 数 。 重 复 [8] 中 定理 的 证 明 可 以 妖 明 严 (4) 一 六 4(G) 是 加 、 
法 的 。 青 证 明 夯 数 下 (4) 是 4 上 的 正常 图 数 。 衣 do(% 一 TI 2 

8, …) 是 零 区 赣 序 列 。 必须 证 明 , 广 (4w)-0 。 有 咒 。 是 预定 的 正 
数 。 取 do 的 一 分 荐 G340)， (3)， "es 49， 债 


19am) IV -se。 (42) 


对 于 数列 5 一 1， 2，…,p 中 的 任意 积 dd (m==1, 2， 
…) 是 雳 序列 。 记 然 8(4) 是 正常 的 , 可 以 则 定数 识 一 mo, 便当 
9 nto 时 ， 


26. 时 上 的 阅 变 立 数 7 


IG{ A A) | < - (h=1, 2, -…, Pp) (148) 
固定 任意 的 m>wo。 把 每 个 区 间 4 分割 ,使 4%4 是 它 的 
一 个 部 从 区间。 仍 JP(s 一 1 2，…; nx) 是 在 4 的 这 个 分 逢 中 
-所 余 的 玉 部 分 区 间 。 如 此 得 出 do 的 一 耸 寡 ,这 分 制 是 3 的 一 个 后 
习 18(4o4o) 1 GN) |>V 4) 0, 
由 于 矿 (4) 的 加 法 性 及 不 等 式 |G(489)|<VC28)， 由 上 面 
不 等 式 可 得 
访 iG(4wd49)|+ 襄 SPD ra) + SV) -se 
就 是 说 当 如 >>?o 叶 
VA ED Gdnd®) | too 
注意 (143) , 当 m>mo 时 ,得 
Vldn) a 2 人 =28, 
由 此 , 并 注意 是 任意 的 , 可 得 (4n) >0。 如 此 (4) 是 如 上 
的 非 负 、 加 法 、 正常 的 区 疝 面 数 。 再 用 下 而 公式 定义 两 个 非 负 、 加 


， 法 、 正 常 图 数 : 


GD = $V) + GD)]; 
1 | (144) 
GN) = -04)1, 
如 此 得 出 癌变 丽 数 GC4) 表示 成 两 个 非 负 加 法 正常 画 数 之 差 的 典 
式 : 
#4)= 0 at (1L45) 
如 果 有 另 一 相似 的 表示 法 : 
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一 - i 


Gd)I=Gn0d) 一 Gad)， (446) 
~、 卷 来 对 于 居于 de 的 任意 4, 可 得 
Gs) SGA), GA) GA), 
皮 之 ,如 果 (4) 是 两 个 非 急 、 加 法 、 正 常 落 数 之 差 , 那 玉 G(4) 是 
轿 变 岁数 。 、 
如 果 区 闻 4 是 点 卫 , 于 末 下 (PP) 与 G(P) 相同 。 如 果 GG(P) = 
“0, 那 林 人 矿 (P) =0, 就 是 说 如 果 G(4) 在 打点 处 连锁 , 区 玉 (4) 
在 这 点 也 是 速 糯 的 。 关 于 平行 于 坐标 划 的 线 恨 ,情形 比较 复杂 。 
把 G(4) 泪 做 分 布 于 区 闻 4 上 的 电 菏 。 如 果 在 平行 于 一 个 坐标 环 
的 直线 的 某 线 段 ! 上 , 分 布 有 电荷 , 其 线性 密度 赴 确 定 的 ,而 其 总 
和 等 于 寺 ; 闭 末 GD =0。 另 一 方 而 , PQ) >0, 因为 二 (人 是 当 所 
有 电荷 都 换 成 岗 值 的 正 电荷 时 的 电荷 总 量 。 
可 以 只 在 竺 开 区 丧 上 定义 加 法 正常 画 数 G(4), 并 应 用 只 分 
成 补 开 区 疝 的 分 割 。 如 此 可 以 引用 上 述 的 一 切 推 理 而 得 公式 
《145) 。 御 开 区 时 的 非 煞 、 加 法 ,正常 画 数 G.(4) 及 Ga(4) 可 以 扒 
广 到 一 切 可 能 的 区 半 之 上 ,而 公式 (14 辐 使 我 们 可 以 失 广 已 知 侠 数 
G(4) 于 一 切 可 能 的 区 交 之 上 , 井 且 这 画 数 仍 是 加 法 的 ,正常 的 ,对 
于 一 切 可 能 区 闻 是 图 变 的 。 
应 用 典 式 (145) 可 以 做 通常 方式 定义 依 GS(4) 的 积分 : 
fi FP) as) = | FP)Gs (ad) 一 | FP)Gs (204), Gu) 
与 在 一 亲情 形 中 完 人 一样, 也 可 以 定义 基本 的 及 一 般 的 斯 握 萄 杰 
斯 积分 。 在 作 正则 的 妇 割 序列 时 , 阅 断 线 是 恢 酉 数 玉 (4) 决定 
的 。 | 、 : 
27， 健 立 叶 -斯 提 乾 杰 斯 积分 考察 由 停 立 叶 - 其 提 惑 杰 捧 积分 裘 示 的 
画 数 网 
9 的 一 | erage) (mm<t<to)) (148) ° 
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而 9(z) 是 ~- 非 负 有 内 的 图 数 , 并 杰 < 二 土 oo 处 速 横 ,就 是 兴 
Ice) lim g(r); g (tm) ~lim gz)。 
积分 (148) 显然 存在 ,因为 六 数 是 连 炳 而 有 界 的 [ 急 。 现 在 对 论 醒 数 p(t) 
的 最 简单 性 次 。 
Dl tesla = dg) g(t) ge) pO) 
部 jp(o) | <p60) ,就是 咒 pf) 是 有 界 责 数 。 由 公式 (148) 相反 可 得 恒等式 
p(t) 9600。 (149) 
还 要 证 明 闪 数 9(D) 在 区 更 (oo; + ~) .上 :是 ~- 至 过 撞 的 。 估 计 一 下 其 
PU 二 + 有 有) 一 g() 的 艳 对 值 ; 
loG+h) -oO 1 esllew—1lag(e) = 


=2/" [sin dg(o)。 (180)- 


并 先 固定 足够 大 的 # 秆 ,第 Sa 

2[9( 一 切 —9{— ee; 229(+ %) 9) Sse 
再 国定 与 泡 关 的 7， 使 在 区 出 一 YX<m 上 ， 干 面 不 等 式 成 立 : 当 | 有 | 去 ?9 
时 


2jsin |<e & 


如 此 ,由 (50)， 可 得 

[oD -oD | 二 [2 二 ge 一 9( 一 人 ]e<[2+9(+oo) 一 9( 一 co)]sy 
由 此 , 谣 然 s 是 任意 的 , 而 1 与 i 无关, 可 知 p(t) 是 一 致 速 炉 的 。 再 举 贰 数 
gt 的 一 个 性 疏 。 取 其 到 个 实数 钱 ; 三 ,…'y tm 间作 变数 有 的 埃 尔 密 腊 式 : 


| ro Sob (151) 
注意 td48)， 可 以 写成 
plio—to ka) ese tp tei dg C2), 
而 疾 尔 密 讽 式 (51) 变 成 下 列 形 式 : 
D3 op 人 (一 t o5b =| | iy, 
志 此 直接 可 知 ， 对 于 任意 凤 及 上 值 如 的 任意 渤 学， 埃 尔 客 2: 是 非 负 
的 ,就 是 府 
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一 -一 -= 一 ~- ~ 一 一 


1 下 - . 
,名 FE, A to) 上 ED n ‘I82) 


介绍 一 新 室 爹 。 栗 数 w(2 时 局 正定 的 ,是 措 它 是 在 区 闻 (- ce，co) 中 过客 而 
有 界 的 ;并 满足 恒等式 (149), 而 此 外 埃 尔 密 腻 式 (181) 对 于 任 次 的 mr 及 任 
总 选择 的 点 记 都 取 非 负 人 符 。 由 .上 面 的 推理 可 知 如 果 落 数 p(f) 可 借 不 减 有 界 
玫 数 g(x) 玫 成 傅立叶 -斯 提 动 杰 斯 避 分 , 闭 来 它 是 正定 的 。 可 以 施 明 , 反 之 : 
凡 正 定 图 狼 9(t) 必 可 借 一 不 戌 有 有 界 图 数 g(2) 表示 成 积分 (148) 的 形式 (从 
浇 Boehner, Vorlesung'en iiber Fonrjersche Integraley 74 高 ， 焉 Aiath, Annal. 
Bd. 108) 。 河 到 积分 (448) ， 并 把 责 数 g(x) 表示 威 和 : 9ix) 二 ga(w) 十 ge(x)， 
面 getz) 是 图 数 g(x) 的 跃 度 档 数 ，g4 (x) 是 48x) 的 过 给 部 分 。 如 此 画 数 
9(t) 可 以 表示 成 和 的 形式 ; 9 (1) 二 qr(t) 十 gz(t) ,而 

: m= /edgar); pl =f odgels), (53) 
发 和 妹 示 一世 2 …) 是 9 的 猪 表 断 点 的 懂 坐 标 而 a 二 9[zi 十 们 一 gz 一 人 站， 
” 痢 束 ,显然 ar> 10， 而 由 ak 形成 的 表 数 收 化 。p4(t) 于 是 可 以 展开 成 一 致 收 笋 
的 级 数 : _ 

上 h(t) = 及 Gpeizef o : (154) 
如 早点 zx 的 总 数 有 穷 闭 来 上 式 中 的 和 是 有 迪 的 。 

现在 介 帮 包 疆 一 定义 于 区 表 (一 ， 十 ce) 的 过 入 丽 数 玉 (t) 的 中 什 : 如 
果 下 而 式 中 右 达 的 柱 限 存在 , 则 这 中 什 定 义 为 


MPG 一 li a A) at, (55) 
不 难 证 骨 ， 对 于 借 公式 《153) 由 未 绪 本 数 ge(z) 害 义 的 图 笋 950， 
MApatt)}=0, {155) 
事实 上 ,在 积分 号 下 积分 ,可 得 


if +m SIn mz 
SE) mR age), 


分 解 积分 区 间 [~ oo， + oo] 威 三 部 分 ; {一 2 一]， [一 a + 及 [pg 
十 co]。 对 积分 值 作 - 初步 估计 ,可 得 
31 eda oe) ~9e(—o0)1+ 


+ 这 [go() —g(a)]+Lg (ou) ~ gs (—0)], 
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毫 & 是 镍 定 的 正 数 。 由 于 .9c (7X) 在 xz 一 0 处 是 加 竺 的 ， 可 以 取 & 足 够 小 , 信 
gola) — ge (Oe , 阅 害 a， 上 式 布 边 前 两 项 当 ace 时 趋 疝 于 等: 所 以 对 
于 足够 浆 的 吓人 秆 ,可 得 


全 ea 到 
由 此 ,新 然 = 是 汇 意 的 ,可 得 (156) 。 在 捧 提 蔓 杰 振 积 分 号 下 依 {积分 的 可 能 
性 祖 容 易 证 实 。 更 在 沽 罕 珊 歼 pa)e-h, 我 向 可 以 把 它 写 成 下 式 : 
mem Odge (7 
而 应 用 积分 变数 的 更 换 ， 可 得 
ga (terzt 一 站 seapetz 十 XJ9》 
击 上 既然 g(x) 是 速 丢 玖 数 , 对 于 任意 (9 实数 ， 可 得 
Mipaft) ett =0o 
再 雇用 般 数 《154) 在 区 间 〔〈- e， 二 so) 币 的 -- 改 用 笋 性 ,上 坟 及 公式 
对 {et 四 一， 次 好 和 二 0， 
可 得 Mi{g (i) ei a (一 zk)1 
Mi{p(t)e-it} =0, 
如 果 不 等 于 任何 zx 。 由 洁面 推理 可 得 下 而 的 一 般 转 果 ; 如 果 q(t) 借 不 驻 
有 异 出 数 8 数 962 表示 成 积分 式 (45)》) 那 末 于 {op()e-? 千 二 二 0 二 和 8A~0), | 
而 如 果 不 是 9(2) 的 关 肠 点 ;上 剧 右边 等 于 泛 , 积分 ge-2t 的 中 什 是 局 LEE 
数 的 储 并 时 柔 数 构 久 的 推广 。 在 [29] 中 讨 到 一 般 的 封 县 性 公式 时 还 要 加 到 
推广 约 傅 立 叶 骤 数 。 在 下 节 中 ， 我 们 介 丰 积分 . (148) 的 反 演 公 式 , 就是 设 用 
V(t 表示 0(2) 的 公式 。 
28， 反 演 公 式 ”在 第 二 和 餐 中 ,公证 明 关 于 中 伞 的 第 二 定理 ;并 让 所 研究 
的 一 数 灌 足 狭义 稀 利 笨 件 的 假 遂 下 ,展开 画 数 为 储 立 叶 烤 数 及 估 立 叶 积 分 。 
如 困 把 狭义 赫 利 条 件 噶 成 “ 匡 数 是 园 变 的 ”这 一 条 件 ， 那 未 由 哮 证 明 可 坊 君 击 
上 面 所 壕 的 命 汪 仍然 有 效 。 因而 对 于 健 立 叶 积 分 有 下面 的 结果 ; 如 果 J (x) 
在 任意 有 岑 区 池上 都 是 面 变现 数 ,并 在 无 穷 区 闻 上 傅 巢 受 的 吝 义 稻 对 可 积 ) 
那 末 由 公式 


Ey 


oeW =E| /Derads, 167) 
可 得 下 面 的 反 淡 公 式 : 
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一 - - 一 -一 一 


1 fr ， 
1(%) = J ee-idty (158) 


而 右边 的 积分 必须 了 解 为 主 值 , 左 兆 的 了 (x) 在 间断 点 处 必须 换 成 于 [yz 一 


一 候 填 f(z+0)]。 这 结果 有 了 睹 写 成 中 的 形式 ,就 是 级 ,由 公式 
g(t) = { (0) usa 59) 
可 得 [L717130] | 
f= a BD | p(t) ei dt= 2 Lim {eriar, (160) 
我 们 的 其 题 是 就 积分 (148) 作 反 注 公 式 。 不 难看 出 这 公式 应 当当 取 慎 么 形 


式 。 我 们 使 用 王 面 的 熙 发 式 方 法 , 不 过 这 方法 并 无 证 明 的 效力 。 在 积分 
(148) dg tx) 换 成 9 (2)df， 而 设 9'(z) 是 9(x) 的 导 醒 数 。 如 此 可 得 


pt) = 站: gv) erar, 
而 依 平 常人 立时 粹 分 的 反 祯 公式 可 得 


gr'(a) = 二 im 人 pt) eitrdt 


把 上 式 两 边 依 z 积分 例如 从 0 到 某 值 >， 而 右边 在 积分 导 下 积分 ， 最 后 可 得 


下 面 反 演 公式 : 
gD ~900) = lim {ol os ot (16D) 
在 左边 有 g(x) 在 定点 x=0 ei yg(z) 中 星 然 包 含 一 个 不 确定 
的 常数 项 。 现 在 回来 严格 地 延明 公式 (16D。 
以 菜 种 方式 辕 定 变数 的 秆 ,考察 下 面 突 数 9 的 图 数 : 
yt) 9。 (162) 
hly) 娓 然 是 卫 个 夫 画 数 的 养 , 它 在 任意 有 穷 区 呆 上 孝 是 图 变 丽 数 。 还 村 证明 
它 在 无 管区 阳 上 起 对 可 积 。 为 确定 起 见 分 x>0。 在 <<0 时 ,在 明 完 从 一 样 。 
留意 画 数 gty) 是 增 的 ;可 以 写 测 : 


[lat lay= (roy -2) gy) lay= {9 y+ ody {otay, (163) ， 
了 "tb [red n 世 


而 在 第 --- 积 分 中 使 用 积分 变数 代 换 y+z=z 可 得  、- 
fnew ay= oa year- gas, 
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留意 在 第 -- 区 有 [py p+x] 中 ;, 92) sg ;而 在 区 并 [9; 9 寺中 g(9 二 2 记 
> 9($}， 可 得 a 


上 lhty} [lays [gla+7) 一 9(D) ro。 


田 此 可 以 看 出 对 于 足 吏 天 的 二 和 什 及 任意 8>p, 积分 (103) 可 以 成 为 任 瘟 小 ， 
于 是 赴 明 了 歼 数 ty) 在 无 沪 区 闻 - 依 趣 对 复 可 积分 。 如 此 对 于 画 数 (152) 应 
用 做 立 叶 公式 : ; 


yey 十 2) —g(y) = 二 lim | 请 oltz 十 车 g(a)] ctei |at, 
而 当 y=0; 
sn-g0) = i] | eet gC loar 二 。 (164) 
考察 里 边 的 积分 7, 丹 对 十 它 使 用 分 部 积分 公式 : 


I= Lo (s+ 2) ~ 9(2) Jaeits— - 言 | eaty (ste) 一 9(D)]) 


由 时 ,引用 公式 (148) ， 可 得 
J= 坟 pC) -到 | ea {2+ 2), 


在 上 面积 分 中 使 用 职 分 变数 代 换 * 十 zz 可 得 下 而 公式 : 
[ete -oe le ot), (165) 
代入 公式 (164) , 可 得 反 演 公式 (161)。 
注意 , 在 表现 平 常 简 立 叶 变 所 的 反 演 的 公式 (160) 中 , 如 所 已 知 [ID 
13 习 ,必须 县 左 边 的 7(a) 在 款 关 其 点 处 等 于 共 左 右 五 限 的 算术 中 项 。 所 以 
在 公式 (164) 的 左边 及 反 演 公式 (161) 的 左边 也 是 如 此 。 当 9(z) 是 基 变 丽 
数 时 ,积分 (148) 的 反 演 公 式 (161) 也是 正确 的 。 为 了 证 明 这 点 , 只 须 把 
-9 人 am) 韦 示 成 琴 个 替 丽 数 之 苦 , 把 积分 (148) 分 钥 成 两 个 积分 , 并 对 于 每 个 各 
分 引用 .上 而 下 明 的 反 演 公 式 。 , 
。 器、 折合 定理 我 们 知道 ， 平常 储 立 叶 积 分 的 反 演 公式 与 拉 上 拉 斯 积分 
的 友 演 公 式 古 可 接 联 系 着 的 [TY; 69， 70]。 对 于 后 一 种 积分 ,有 一 对 于 应 用 
很 重要 的 折合 定理 。 现 在 对 于 伟 立 半 - 斯 提 勒 术 斯 积分 配 阴 一 类 亿 定 理 ， 山 
机 (2 及 和 (7) 是 在 无 雳 区 间 .( 一 c，+ ce] 上 两 个 右 速 和 统 有 界 增 本 数 ， 并 识 
它 在 这 区 午 的 用 册 *= + ce 处 是 束 续 的。 对 于 任意 1) 画 数 h(t+z) 也 具有 
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上 述 那 些 性 质 ,而 在 [20] 中 已 灯 昂 到 ;下 面 的 基本 斯 提 勒 杰 斯 积分 在 在 : 
h(t) = ,haCt 2) dh (2)o (166) 


(-%0,—° 


于 种 形式 的 积分 在 册 率 苯 中 就 会 遇 到 。 订 hy (2) 及 joy 是 独 直 随机 变量 
及 ww 的 分 布 图 数 , 就 是 识 , 例如 ia fo) 是 随机 变量 二 性 守 不 等 式 一 oo 二 罚 志 
<xz 的 概论 。 这 时 由 公式 (166) 定义 的 丽 数 ia (z) 力 是 和 性 十 tw 的 分 布 医 
数 。 由 上 述 范 数 记 (x) 及 hz(2) 的 人 性质 及 公式 (166) , 查 接 可 知 图 数 h(2) 是 
增 而 有 界 的 。 把 测 数 有 (2) 分 解 成 暑 度 画 数 及 束 粮 部 分 ,用 与 [20- 中 征明 
[L1663 形式 的 积分 存在 时 所 使 用 的 方法 --- 样 , 可 证 醒 六 zs(z) 是 右 束 秆 的 ,而 

和 如果 闫 (z) 与 halx) 是 这 迷 的 , 珠 末 (x) 也 是 速 秆 的 。 对 于 函数 hi (2) 作 乔 
立时 -斯 提 萄 杰 斯 变换 : 


yet = | etsdhr Cz) Gel 2) 3。 (187) 
折合 定理 用 是 下 面 的 命题 :这 些 像 责 数 满 足下 面 的 简 党 等 式 
、 RORTAGIAGR (168) 
对 于 本 数 yslt) 应 用 公式 (165) : 
h 一 2- -ut 


vat) 一 [ “Eas tw) —hs(s)]etisds 。 
用 式 (166) 代 换 ee ,可 得 
-ivt Vatt) = 六 J [Bat# Fu) — h(ts— 一 oa erieds 


二 它 可 以 由 一 个 关于 交换 积分 
欧 序 的 一 般 定理 得 出 ,而 这 定理 将 在 以 后 三明 ) 。 如 此 可 得 : 


二 2 | [hs (s+ tg) ~ ha ~ je ds} h(a) 


下 的 人 来 换 1; z 一 7=y。 这 时 上 面 的 公式 可 以 改 
写成 : 
w= {hy hs) enay errahale), 
”全 公式 (165)， a 后 (0， 于 相公 
Ee 加 的 一 一 一 0 ettzdh {x) 
是 佑 (167)， 这 正 是 公式 (168)。 
让 折合 定理 直接 可 知 ,如果 内 他 及 为 (的 责成 (48) 型 的 积分 ,就 是 六 加， 
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于 正定 酌 数 类 卫 ， 那 未 它 仙 的 和 也 属于 了 P 。 看 然 由 正 系数 作成 加 线 入 组合 
式 四 由 伟 +eaya 人 tt 也 咯 于 这 类 。 此 外 ,如果 人 副 于 芽 ， 那 未 由 () 属于 也， 
因为 如 果 go{x) 决定 y 舍 ， 那 玉 关 于 (可 得 
VO= {eviragols) 一 | eeag 人 on， 二 
其 中 0 人 = 王 一 9go(- 人 区， 而 gx) 是 散在 涪 靳 点 处 证 连 壤 的。 邵 直 | 人 
”也 属于 也, 而 由 攀 数 
OE EAC 
决定 ,其 中 在 关 鼎 点 处 做 为 的 区 数 的 go 人 下 是 太 连 炉 的 。 如 时 go(x) 是 
尝 粮 的 那 未 (x) 也 是 带 炉 的 ,而 依 [27] 中 的 证 由 ,可 知 
MA =0, 
回 到 由 公式 (148) 定 文 的 测 数 2(3 ， 骂 与 前 边 一 样 ，axk 是 与 二 %x 相应 的 广 
义 傅 亦 叶 系 数 。 注 意 伐 正 数 ar 组 成 收 禹 极 数 ,并 注意 (154) ， 可 知 
Plexls=M{lp Ct) (169) 
另 一 故而 ,根据 下 面 所 证 的 ; 
对 fo 人 | 分 =0。 (170) 


变 
{9 [3 一 Iq tz) 于 ga 他) {2= pt) ?+ [ot) +p) gC) + Gt) gott)o 
依 布 尼 亚 笠 夫 斯 基 - 千 伐 尔 兹 不 等 式 ， 
(3#/ nme 上 人 mp bar 二 三 eacp tat, 
而 留守 (169) 及 (170) ,可 知 当 泡 限 地 二 大 浊 时 右 演 趋向 于 需 。 如 此 型 {pn 人 
殉国 =0, 同样 型 { 册 的 pa 人 =0 。 由 公式 (169) 及 (170) 对 于 类 也 中 的 
任意 酝 数 可 得 下 面 的 封 孙 人 性 定理 : 
袜 吧 一 Mioel 写 。 {171» 
30. 柯 西 -斯 提 勒 水 斯 积分 考察 在 全 实数 轴 上 作 柯 西 积 
分 : 
{wr) 、， 
wp) = 全 多 ta。 (72， 
在 基于 水 (z) 的 某 些 条 件 之 下 , 这 积分 存在 , 而 复 变数 z 的 画 
数 ofz) 在 上 年 玉 面 及 填补 平面 中 都 是 正 姑 尔 数 。 站 这 些 秆 平面 
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ey 世 (x) 可 以 由 
名 Se 来 ,就 是 裔 下 而 公式 成 立 [TIV385] ， 


由 (2) = lm i Str —@tw— ti 1] 
发 92) 是 无 鹤 区 摘 。 二 上 的 所 变 商 数 : 而 对 于 和 数 > 作 
柯 西 -斯 提 勤 杰 斯 积分 : 
a= (173) 

蕉 积分 的 醒 数 工 : (2 一 全 在 全 实数 四 寺中 速 稿 的 , 提 当 二 > 士 ce 时 
趋 册 于 零 。 如 此 ,积分 (173) 可 以 秀和 做 晰 误 勤 太 斯 积分 [和 。 对 于 
积分 (173) i i 

.9 (0) —g(0) = lim HF 二 [olori)— wlo—ri)ldor, (174) 
对 于 面 数 g (%) 的 其 断 点 左边 必须 取 左右 标 限 值 之 和 的 一 全 。 我 
们 可 以 预见 这 友 演 委 式 ， ee 
样 。 


在 证 明 仅 式 (414749 之 前 , 先 考察 对 于 个 汪 曾 情 形 的 下 阿桑 积 
分 。 驾 =o 二 7, 而 在 柯 西 夸 中 分 开 实 数 及 册 数 两 部 分 : 


Hw—o 


1 ; 
i i 

在 积分 (172) 中 分 开 砚 数 部 分 ， 并 添上 因子 却 , 可 得 对 于 全 闪 面 
的 下 阿桑 积分 : 

Flg,)= = 2 去 - rp Waa (C175) 

这 显然 在 上 后 泌 面 及 下 牛 平 面 中 都 是 一 调和 而 数 。 关 于 这 积分 证 

本 下 而 命题 :如 果 由 (2) 是 有 界 的 着 在 一 动 有 穷 区 间 上 上 是 依 移 曼 可 

积分 的 汞 数 { 例 如 转变 西数 %o)],， 那 林 积 分 人 75) ( 它 显 然 存 在 ) 当 . 

工 从 正 数值 方面 趋 入 于 雪 时 在 风 (o) 的 连 禹 点 处 趋 亨 于 业 (中 ;而 


0 机 办 斯 提 负 本 斯 织 和 9 


一 类 内 | 版 点 处 向 于 其 左右 术 要 值 之 和 的 一 全 ; 霸 上 且 在 任 总 
人 2 -小 (w) 的 巡 粮 革 区 胸 内 部 的 o 入 并 区 增 中 ,这 收 煞 帮 是 做 一 
臻 的。 为 了 证 明 , 普 党 注意 显然 的 等 式 


2 do (176) 
在 积分 (175) 中 把 x 用 新 积分 次 数 y=2 一 o 代替 : 


Plo, i) y+ ody 


把 积分 区 鸯 分 解 为 一 : [一 co 们 , [0, 十 co 了， 而 在 所 得 的 第 一 积 
分 中 到 新 积 俘 变数 内 = 一 y。 如 此 得 下 面 的 公式 ; 


Fio, 人 二 | a se 4) de 。 (177) 


设 o 是 g(x) 的 建生 点 或 第 一 冬 肝 断 点 。 拒 公 式 岂 76) 两 边际 以 
[tc+O) Tw(o 一 0)1:2, 并 由 公式 (177) 活 史 机 驻 ， 可 得 下 面盆 
式 : 

Flog,+)—w(r+0) 一 -0) = 二 | 二 ww (178) 


本 十 T 
其 中 
人 


虎 8 是 预定 的 正 数 .这 时 存在 一 正 数 ?使 当 0<c<sm 时 joy| 一 

<e。 如 果 g 在 一 个 位 于 出 (x) 的 连 菩 性 区 间 内 部 的 邯 区 沿 中 . 那 ， 
来 由 于 ytz) 的 一 玫 速 六 性 , 数 9 只 由 数 =。 次 定 ,而 与 “ 无关 。 在 
积分 (178) 中 娘 制 积 伐 区 向 成 两 个 [0; 可 及 [w; eco]。 对 于 化 一 
积 妇 区 尚 : 


2 了 (2 人 1<a- | 

1m a i wo wt+ra 
1 
Fr 


dr 
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为 了 估计 在 第 二 区 出 上 的 积分 , 注 先 注意 图 数 w%tz2) 是 有 界 的 , 这 
是 因为 图 数 业 (2) i 存在 ,使 'wlw) | << 工 。 
如 此 得 


p , 2 五 
2 a dz| < 2 4 十 2 GZ 一 


2 —arctg 2 
答对 于 公 式 78) 左边 的 送 , 可 得 
Fo, es sO) th) | 二 


十 ~ 一 aTetg 了 ): | 
第 二 项 中 的 盖 当 正 数 * 趋向 于 需 时 显然 艳 向 于 都 ,于 是 对 于 一 切 
足够 接近 雾 的 * 值 ,这 第 二 项 必 小 于 8。。 如 此 ,对 于 一 切 是 够 接近 
主 零 的 T 值 可 得 
Pla, +) 二 (a+0) 二 28, 


、 刻 然 5 是 任意 的 ， 可 知 上 备 所 述 的 辐 论 是 正确 的 。* 和 有 零 的 楼 近 


程度 自 ”的 值 身 绝 着 ,而 后 洛 对 于 上 述 那 小 (2) 的 连 搞 性 区 间 是 与 
无 关 的 。 由 此 可 知 在 上 述 的 速 炉 性 区 间 中 收 化 是 一 致 的 。 现 在 - 
回来 通明 反 尝 到 式 (174) 。 作 丙 数 


Pilo, TY) 一 le (g++tO wo—TOI = 


-二 全 dg le) 


ST fe 人 


使 用 分 部 积分 法 ,可 得 


Ey 加 
ic T= -去 | -90) (Gr 


-sO 


)u- 


30. 和 本 -斯 揭 物 杰 斯 积 妖 最 


饶 姑 8) 是 有 界 的 ,上 上 姻 的 上 义 积 分 依 局 于 任意 看 穷 区 间 的 "一 
致 收 伐 ,而 六 vv 在 区 间 [0, za] 上 积分 .上 式 的 两 边 , 工 且 右边 在 积 


. 芬 导 下 疏 积 分 ,可 得 


工 


二 [elo+7rD) — wo—7Tti do = 


-=| ge) dg — 元 | gt) de 
Tw (w— a + bi3 cer 


右边 的 积分 是 下 阿 其 职 分 ,而 应 用 上 面 诅 明 了 的 定理 可 得 反 演 仅 - 


. 起 (174)。 这 公式 首先 是 由 斯 皖 勤 杰 斯 提出 的 ,平常 叫做 斯 提 勤 


杰 斯 公式 。 立意 对 于 积分 (173) 而 数 9(o) 在 区 疝 [一 co,， +%%] 
两 端的 值 无 关 宏 则 ,因为 愉 积 分 的 函数 当 -> 士 ce 时 趋向 于 者 。 


第 二 章 “集合 再 数 与 勒 只 拖 积 分 
§ 1， 集合 函数 与 测度 前 


31. 集合 的 运算 ”在 树立 更 一 般 的 积分 概念 时 , 我 们 将 把 积 
分 的 基本 区 抽 不 分 成 区 间 , 而 分 成 更 一 般 型 的 点 集合 。 此 外 ,有 时 
积分 的 基本 区 域 也 不 是 区 沽 , 而 是 某 种 更 一 般 虱 的 点 全 合 。- 本 章 
第 一 节 将 讨论 这 种 更 一 般 型 的 揪 合 以 及 定义 于 这 种 集合 上 的 而 
数 。 我 们 从 叙述 关于 一 般 集合 (不 仅 是 点 集合 ， 而 且 是 由 任 党 元 租 
成 的 集合 ) 的 基本 构 念 及 基本 事实 开始 .对 于 这 些 一 般 的 保全 将 首 
先 介 大 儿 个 基本 淆 念 与 训导 , 以 便 以 后 使 用 。 但 我 们 要 用 的 主要 
是 点 化 合 ,就 是 其 中 元 是 直线 上 ,平面 上 、 或 和 多维 空 间 中 的 点 。 

如 果 元 4 属于 集合 4, 那 林 可 以 表示 成 z<E 4。 如 果 不 属 
于 4, 那 末 写成 < 瑟 4。 如果 凡 在 4 中 的 元 也 在 B 中 , 卷 末 我 们 
驶 4 是 B 的 部 分 ,并 日 表 启 4CB 或 B 一 4。 如果 人 与 B 两 集合 
由 相同 的 元 棚 成 ,我 们 玫 克 4= 了 3。 如 果 凡 属于 也 的 元 也 属于 B， 
而 在 召 的 猪 元 中 有 不 局 于 4 汰 , 闭 末 我 们 表 4 是 如 的 性 部 分 。 如 
， 打 4C3 而 BCC, 郑 末 4C0O。 设 有 有 稚 多 个 或 可 数 无 笼 多 个 第 
合 

4s, As, 4 (1 
六 全 集合 81。 为 了 才 示 集 A we 包公 
人 二 4 十 4d 十 …， 或 个 一 2 
所 届 诺 集会 (1 ) 的 交 是 指 由 几 出 于 一 切 焦 合 4 的 元 所 粗 成 的 集 
《90) “ 


蜡 ， 久 全 的 运算 9f 


合 6s。 集 合 之 交通 常 表 三 

| 552 一 AA4a…， 或 Ss=IL A o 

哥 合 的 交 可 以 不 含 苑 。 -一 个 元 也 不 侣 的 集合 吗 做 空 集合 , 我 们 用 
本 裘 示 。 例 如 设 4 与 也 两 集合 没有 公共 元 ,其 4B8=4。 和 混合 的 各 
与 变 满 足 交 痪 律 与 稀 合 徒 : 


A+ B=B+A4; ee Arto C2) 
AB=BA; A. (BD) = (4B):D 

分 配 雁 岂 是 正确 的 : 
B34,= -3BA,。 (83) 


为 了 证 明 这 下 式 , 只 须 鞍 明 凡 在 公式 有 边 的 集合 中 的 元 % 必 有 属于 
不 式 左 边 的 集合 , 并 下 反之 也 正确 。 如 果 是 公式 (8) 东边 的 集 
合 中 的 元 , 那 示 宇 猎 属于 B, 也 层 二 集合 4; 之 和 , 所 以 至 少 属于 
一 个 集合 4;,。 识 XEA4i, 那 玉 4E€B, jE di;, 所 以 5E B84d;, 从 而 . 
«属于 公式 (8 ) 右 过 的 集合 。 反 之 ， 如 果 % 属于 5 3 ) 右 边 的 扎 合 ， 
它 至 少 属于 和 中 的 一 项 。 裔 它 冉 于 4;, 出 2EB, 且 wsE 4x。 由 
此 wEB,z2E Hd, 从 而 zx 属于 (3) 式 左边 的 集合 。 于 是 到 式 得 
谣 。 和 如果 BC4, 那 末 4+ 了 二 4。 由 此 ,并 依 (2) 与 (3 ) 可 直接 “ 
得 
* (A+B) (4+D)=A4-+BD, (4) . 

现在 害 义 六， 其 请 钠 所 合 之 闭 4 一 B, 是 指 由 凡 属 于 4 而 不 属于 
的 苑 所 粗 成 的 集合 。 如 果 4 己 B, 那 未 4 一 了 是 拓 集合。 注意 
在 定义 落 时 我 们 并 省 有 识 8c 4。 如 果 Bc 4, 闭 末 显然 

A=B+{d4-B), 2 
一 般 情形 则 

ACB+ A—8), (BY 
.现在 举 出 几 个 以 后 要 用 的 公式 。 其 证 胃 丰 不 难 。 如 果 4 一 也 ca， 
盏 一 4 = 如 因 4 二 名 =B4+6s。 如 果 4, 己 B, 咕 


人 3 第 二 3H 集合 “5 只 格 可 牙 


之 4 和 之 Bu Bb, CR 一 和 4， a (6) 
再 举 几 个 关于 莽 的 公式 : 


A—(B—NC(A~B)+D; (7) 
AB=A—(4—B); (71) 
(4 一 4 一 (Bi 一 有 万) 二 (4 一下) 十 (Bs— As); 《8 ) 
A+B=(4—B)+(B—A)+AB。 : (81) 


现在 讨 葵 畦 网 集合 序列 与 极限 的 概念 。 和 如果 有 无 伤 的 傈 合 序列 
@, 9 6:, “gy 县 


FICECEs CC.,, (9). 
那 末 我 们 孝 这 序列 是 涨 序 列 。 缮 序列 旭 由 下 列 人 条件 定义 : 
GD 人 DC5DDp。 (10) 


在 ( 9) 的 情形 中 ,集合 6， 的 栋 限 是 指 由 至 少 局 于 一 个 集合 品 的 
元 僵 体 所 成 的 集合 @ 。 我 们 写成 = lim 6 。 注 意 在 (9) 的 情形 
下 , 凡 必 于 第 合 多 的 元 z 必 有 局 于 一 切 n>4 的 集合 En。 在 (9) 的 - 
情形 下 显然 


S~lmG= DE, (11) 
” 世 可 以 号 成 1 
好 = jim en 一 史上 十 > (Gkr1— Br)o (12) 


Rs 
合肥 , 的 极限 是 由 属于 一 切 集合 8 的 元 全 体 所 租 成 的 集合 。 
情形 下 ， 


2= lime,= 1 6,, (18) 
而 此 外 ,在 (10) 的 情形 下 ， - 
GH+ I Gb) (14) 


在 这 式 中 右边 各 项 彼此 沪 有 有 公元。 我 们 只 就 音调 第 合 育 列 定义 了 
和 集合 序列 的 极 跟 。 在 一 般 情形 也 可 以 定义 极限 ,但 谋 然 以 后 不 用 ， 


我 们 就 不 妊 述 了 。 

我 们 垩 特别 就 点 集合 介绍 一 个 构 念 。 识 4 是 平面 上 点 集合 。 
所 谓 的 补 集 合 是 指 由 本 面 上 不 属于 8 的 一 切 碟 记 组 成 的 点 集 
合 。 通 党 用 CE 表示 引 的 梓 集合 。 现 在 叙述 关 于 让 一 概念 的 几 个 
公式 。 如 果 使 用 两 次 补 和 集 分 的 概念 , 著 未 仍 得 原 集 合 : CLCE)== 作 。 
如 果 94CEs, 那 术 C6 二 062。 此 外， 


To.~03 00,, (15) 
> Q6) 
0HIe,=- 习 Ooc 7) 
CF6,=1l 06,, (18) 
C81 -06s=8,—81, (19) 
F161.00,, | (20) 


其 鞍 明 部 不 难 。 如 果 所 铬 的 集合 是 在 直线 上 的 ,也 可 以 相对 于 将 嫉 
耻 补 保 合 。 对 于 多 准 空间 也 是 如 此 。 相 对 于 某 一 集合 4 也 可 忆 取 
补 焦 合 。 如 果 集 合 8 的 一 切 点 属于 4, 壮 冰 所 请 8 相对 于 4 的 
补 集合 乃 是 蕴 俯 4 一 6。 我们 将 只 使 用 相对 于 整个 空 弹 的 补 集 仿 ， 
就 是 相对 于 直线 .平面 等 等 。 

驶 . 点 集合 ”现在 令 述 特别 关于 点 策 合 的 概念 与 精 果 。 在 第 
二 答 中 ,研究 黎 曙 多重 积 分 时 全 论 及 头 于 乍 而 上 或 丸 灯 空间 中 点 
梨 合 的 一 些 知识 。 现 在 重 迹 一 下 第 二 湖 折 昔 的 , 利加 以 补充 。 为 
确定 超 免 我 们 只 亦 XY 在 面 上 的 点 集合 。 所 论 的 一 切 不 难 推 广 
到 任意 汉 继 空间 上 去 。 

考察 附 有 得 角 泽 标 YY 的 平面, 并 考察 它 上 面 的 点 介 合 。 所 
疆 有 界 保 合 ,是 指 这 集合 中 的 一 切 点 到 原点 的 距 货 部 小 于 一 个 确 
定 的 正 数 入 ; 对 于 这 集合 的 一 团 点 (72， 作 ， 巡 二 02 所谓 点 
P(e, 区 的 s 邻 域 起 指 以 己 为 中 心 以 s 为 吓 径 的 末 园 ,就 是 指 由 
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铺 足 条 件 (6 一 0)* 寺 (一 六 :二 ea 的 一 切 点 (c， 的 所 成 的 集合 。 所 
峭 卫 点 是 集合 8 的 聚 点 或 福 限 点 , 是 指 卫 点 的 任意 。 领域 包含 & 
中 的 无 穷 多 个 点 。 至 于 卫 点 本 身 可 以 属于, 也 可 以 不 属于 6。 
如 果 和 集合 5 包含 它 的 一 切 罕 点 ,旧时 做 姥 的 。 属 于 集合 的 点 
卫 时 做 的 内 点 ,是 指 呈 点 的 某 一 。 邻 域 完 至 合 于 5 中。 据守 和 货 . 
合 是 开 和 集合 ,是 指 它 的 一 切 点 都 是 内 点 。 阴 集合 常用 字母 也 下 
示 , 有 时 附 以 称号 (这 蚌 由 于 法 文 的 “ 阴 ” 是 form 提 。 江 第 合 常用 字 
母 O 袁 示 (法 文 ouvert 是 "3 入" 的 意思 ) ， 空 第 合 是 取 开 旦 于 的。 
所 部 齐集 合 0 的 界 , 是 检 凡 有 下 列 性 毁 的 点 所 成 的 集合 呈 卫 点 
本 身 不 属于 0, 但 了 点 的 枉 意 。 邻 城 包 合 0 中 的 点 。 托 然 0 是 山 
”内 点 所 租 成 的 ,可 以 知道 已 点 的 任意 s 邻 域 必 包 合 无 为 多 个 属于 
0 的 点 ;多 此 可 以 把 开 和 集合 的 界 7 定义 做 让 凡 不 局 于 0 而 又 是 0O - 
的 聚 点 的 点 所 址 成 的 集合 。 不 难 证 明 , 丈 集 合 的 办 是 图 焦 食 FED， 
88]。 
. 瞬 如 是 某 一 策 合 。 江 加 上 它 的 一 切 察 点 ,所 得 的 集合 天 成 3。 
这 种 运算 通常 由 做 封 朋 集合 8, 而 8 叫做 2 的 天 包 。 如 果 @ 是 
盾 的 , 那 末 F=6, 而 如 果 8 不 是 阴 的 , 形 术 2CB。 可 以 证 明 Z 
”一 定 是 阴 的 。 惟 了 是 3 的 至 点 , 席 要 证 明 它 属于 ZB。 在 3 的 点 中 ， 
可 选 出 趋向 于 书 的 点 序列 Pu (np 一 1 2,…)。 如 失 在 Ps 庄 点 中 有 
无穷 多 点 属于 &, 痢 末 卫 点 是 8 的 京 点 ,而 公 封 队 的 程序 , 属于 
3B。 再 区 从 某 一 标号 起 , 一切 一 , 点 都 不 局 于 4 。 人 恢 条 件 , 它们 “ 
都 是 至 的 点 ,所 以 是 如 的 又 点。 在 王 点 的 任意 。 邻 域 中 有 无 穷 多 
， 个 点 环 ， 乔 在 每 个 已 点 的 任意 。 邻 域 中 有 无 穷 多 个 属于 @ 的 
点 ,所 以 ， 在 了 的 任意 。 邻 城中 必 有 无 劣 多 个 属于 :4 的 点 , 因此 P 
是 名 的 聚 点 ,而 依 封 到 的 程序 , 已 必 层 于 9。 如 此 得 证 ， 由 封 阴 任 
意 蘑 合 ,而 得 的 集合 必 是 图 集合 。 注 意 公 相沿 是 既 开 斌 并 且 陆 的- 


EAA 


和 集合。 我 们 并 不 把 无 穷 远 点 算 在 平面 之 中 。 岂 有 和 劣 集 合 必 巷 阴 集 


和 


83. 于 集合 与 于 集合 的 性 贤 g5 


合 。 有 和 卿 集合 没有 涌 点 。 . 
现在 介 友 “集合 辣 的 距 议 "这 一 概念 。 所 裔 集合 6 与 is 疝 的 
” 距 记 是 指 从 到 的 尾 一 点 到 好 的 纤 一 点 距离 的 下 确 界 。 如 果 两 人 
合 有 葵 虚 , 出 它们 尚 的 距离 是 雳 。 但 两 集合 沿路 离 等 于 寺 不 必 者 
示 宅 们 有 公 点 。 两 个 无 仅 点 的 化合 可 以 是 无 限 地 接近 的 。 i 
集合 部 是 半 而 有 界 的 ; 剧 这 是 不 ys 而 在 第 一 从 中 人 
是 更 褒 4 是 正 数 ， 未 , 提 目 宝 光 有 6 1 0 中 与 中 的 点、 使 P 全 
了 3 一 4d。 从 这 定 人 期 将 接 可 知 ， | 合 中 只 有 二 
A 
、 闭 集 窒 与 开 集 合 的 性 半 ”现在 证 明了 闭 集 合 与 开 和 集合 的 九 
ey 
定理 工 有 和 穷 多 或 可 数 无 牧 多 开 集合 的 和 仍 是 开 货 合 。 有 几 有 油 
多 开 集合 的 交 仍 是 开 集 合 。 
考察 有 穷 或 可 数 无 穷 多 开 第 合 的 和 : 
= 0 
如 果 PEE, 那 未 卫 至少 央 于 一 个 0.。 裔 了 EO0;。 取 然 0 是 开 
集合 , 必 有 卫 点 的 某 一 6 邻 域 完 全 属于 Oi:。 卫 成 的 这 8 邻 域 必 也 
丑 于 和 员 , 由 此 知 9 是 开 集 合 。 现 在 游 察 有 劣 交 


= Ho,, 


而 坝 己 属 于 5。 现在 和 以 _ 上 一 样 要 证 明了 点 有 一 e 信 吉 居于 4, 
谋 然 已 应 于 仿 , 卫 一 定 虱 于 一 切 卡 霹 一)。 卫 然 04 是 开 
第 侣 ,对 于 任意 &， 必 有 关 咸 的 基 一 ex 入 城 导 于 Or。 如 米 。 考 
srtl 志 hsm) 中 最 个 的 ; 渐 末 六 点 的 8 邻 城 必 属于 一 切 CO， 所 所 
电导 于 。 注 意 我 们 不 能 证 明 可 数 无 穷 多 开 和 集合 的 积 仍 是 开 焦 
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合 。( 例 如 0,= (一 二 ,It 二) 好 0 是 开 第 合 ,但 J 全 0,~ Fo, 1 
是 于 集合 。) 
. 定理 2. 有 劣 或 可 数 无 劣 多 了 纹 合 的 次 似 是 阳 搬 耸 。 有 网 允 
于 集合 的 和 人 煞 是 于 集合 。 - 
定理 3 如 果 了 C0, 蓝 未 0 一 太 是 江 焦 合 。 如 果 OCP， 屠 
未 卫 一 0 是 半 你 合 。 
现在 证 明定 理 3, 并 只 证 其 前 个 。 如 果 PEO-4, 则 PE0 
而 了 E7, 而 我 们 要 证 明了 点 有 一 。 邻 域 脆 于 0 一 二 序 鹏 于 而 
不 属于 了 。 饶 然 PEF, 由 于 了 是 朋 的 ;可 知 卫 有 一 ex 邻 城 不 与 
了 相交 。 另 一 方 量 , 斌 然 了 E0, 卫 有 一 s 邻 域 久 玉 OO。 如 果 开 
8 为 sl 与 ss 二 者 较 小 的 那个 , 刚 三 的 。 邻 域 赂 于 O 而 不 局 于 荆 ， 
定理 于 是 得 共 。 由 这 定理 可 得 接 得 出 下 列 逢 论 : 周 集 全 的 村 集合 
是 开 的 ,而 开 集 合 的 补 集合 县 阴 的 。 
”现在 证 明定 理 2。 要 证 集合 
SE=[LF, 
是 闭 的 。 取 话 集 合 的 补 和 集合 , 则 (起 [8]) 
CC 一 之 OA。 
集合 QZ 是 开 的 ,所 以 依 定理 1,， 牺 合 CE 是 开 集 合 , 耐 依 定理 3 
它 的 补 集合 CCZ) = 如 是 了 集 合 ,如 所 第 直 。 注意 可 数 无 穷 多 闭 
-第 合 的 和 可 以 不 是 于 的 (例如 取 可 一 [ET 于] 基于 六 一 0 
不 是 随 的 )。 由 上 述 可 知 开 集 合 与 阴 集 合 的 对 偶 性 。 
. ”所 谢 集 合 名 为 某 些 集 合 所 成 的 组 站 所 复 盖 , 是 指 凡 名 的 点 到 
少 剧 于 好 组 中 的 某 一 集合 。 ” 、 
定理 4 ( 波 拨 各 )， 各 如 要 风 倚 全 了 为 由 天 多 下 要 全 9 
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83， 负 集合 与 开 合 合 的 性 究 加 


它们 也 复 六 了 。 

用 电器 法 让 蝎 这 定理 。 识 任何 有 穷 多 个 有 民 丁 租 “的 开 集 合 都 
不 能 复 羡 过 ， 从 而 浴 出 交 质 类 。 亩 然 志 是 有 和 你 合 , 几 灰 的 点 必 属 
于 茶 一 有 和 穷 的 二 詹 区 简 4olte wb; sg< 中。 把 这 半 区 疝 4。 
劳 县 三 个 帆 等 部 分 ,这 可 出 斑 分 区 | 间 [&, 归 与 [， 中 而 得 。 所 得 四 
个 区 沿 仍 取 作 中 的 。 做 定理 2,， 凡 废 居 于 己 叉 属于 这 四 个 阴 区 税 
中 的 一 个 的 点 作成 刚 集 合 ， 而 至 少 有 一 个 如 此 的 天 们 合 不 为 组 
中 有 势 多 个 开 策 合 押 复 盖 ， 挑 册 被 应 的 于 个 并 区 向 , 将 宪 再 分 三 
辐 个 相等 部 芬 , 莽 仍 如 上 推理 。 如 此 副手 -条 依次 得 含 的 区 疝 do， 
1, a 来 , 苏 中 每 一 个 是 它 前 一 个 的 四 分 大 及: 对 于 一 
基 间 天 与 的 公共 部 分 不 能 为 可 a 中 让 穷 多 天 集合 所 复 盖 。 无 
起 型 得 天 下 刚 区 间 由 无 阴 好 入 碾 一 起 六， 多 ” 属于 一 切 区 陪 
44。 斌 然 尖 于 任意 名， 虱 包 合集 合 太 中 的 无 旁 和 多 个 点 ,点 卫 必 
是 六 的 聚 点 : 央 于 党 属于 了 因为 天 是 半 梨 合 ， 这 三 点 电 为 组 < 中 
的 某 一 睹 集合 0 所 复 莱 。 点 书 的 其 一 8。 邻 域 必 略 于 于 集合 0'。 
当天 许 馈 天 时 区 责 4 必 完 公 落 于 了 点 这 一 8 邻 城内 部 。 所 以 x 
” 也 为 这 一 个 丹 于 向 a 的 开 集 合 0' 所 复 羡 , 但 上 边 说 过 六 与 机 的 
共同 部 芬 对 于 任 间 大 都 不 能 为 有 崔 多 个 属于 壮 a 的 开 牺 合 所 复 

盖 , 由 此 得 出 了 了 矛盾。 定 球 于 是 墟 明了 。， 

定理 5. 几 开 集合 可 以 裘 成 可 数 无 穷 多 个 五 无 及 虑 的 的 年 开 区 
| 钢 之 和 

“所 用 下面 上 的 咎 开 区 间 是 指 由 不 等 式 C<2sD，0<s<Qd 定 义 
的 有 穷 区 琐 。 

在 平 耐 上 作 正 方形 的 帮 , 合 其 边 平 行 于 坐标 坑 , 使 其 过 长 都 是 
T。 下 这些 正方 形 取出 完 公 包含 在 邢 开 集合 0 之 中 的 末 些 正方 形 
” 素 。 这 种 正方 形 的 数目 可 以 是 有 穷 的 或 可 数 无 穷 的 ;也 可 以 是 需 。 
钨 剩 下 的 正方 形 都 名 分 成 同样 的 妈 个 还 廊 形 , 面 由 所 得 的 新 正方 : 
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形 取出 完 录 包含 安 开 集合 0 中 的 痢 些 来 。 招 所 余 的 那些 正 力 形 了 
各 修成 四 个 要 等 部 落 ; 和 由 所 得 的 新 正方 形 取出 完 人 至 包 合 在 0 中 
的 那些 ,如 此 称 稿 下去。 现在 施 明 几 0 中 的 点 必 导 于 上 面 所 取 的 
那些 合 于 0 中 的 下 方形 的 一 个 里 面 。 宁 实 上 , 家 4 是 了 到 0 的 界 
的 正 距 离 。 如 打分 宙 到 对 前 厂 长 小 于 4 的 那些 正方 形 , 那 米 了 点 
一 定 恬 于 一 个 完 参 包 会 在 0 中 的 正 为 形 。 姓 果 所 有 正方 形 都 取 屋 
侍 开 的 , 那 末 它 们 彼此 无 仅 点 ,而 定理 证 明了 。 组 成 0 的 正方 形 
数 明 一 定 是 可 数 无 穷 多 的 ,因为 有 旁 多 个 什 开 区 间 之 和 不 可 能 是 
开 笨 合 。 用 ds 崇 示 上面 所 作 的 闭 些 正方 形 ,其 


O= bp3 d,s (21) 


在 一 厅 的 情形 * 印 在 直线 的 情形 , 下面 命题 是 正确 的 : 凡 直 线 . 
上 的 开 集 合 必 是 有 败 或 可 数 无 和 多 互 无 公 点 的 开 区 则 之 和 。 坟 后 
、 并 不 用 这 一 业 果 ,所 以 不 加 证 明 。 

上 池 和 本 洁 中 所 述 的 一 转 可 适用 于 次 线 、 三 维 空 间 、 以及-- 般 
的 二 雁 空 沿 。 其 区 别 只 在 于 。 邻 域 与 区 沿 的 定义 。 在 三 维 宗 铀 中 
所 户 卫 点 的 。 邻 域 是 以 卫 为 中 心 以 8 为 件 径 的 球体 , 面 区 间 是 其 
楼 孚 行 于 坐标 加 的 长 方 体 。 定 开 区 册 由 不 等 式 41<% < 三 ; 45 二 
< 和 ja; qs<2<6s 定义 。 在 府 线 的 情形 ,点 mo 的 。 邻 域 是 由 不 
ew 人 po 十 8 定义 的 。 

.初等 蕉 形 ”以 后 有 沦 入 有 和 劣 企 开 区 天 将 起 基本 的 作用 ， ,我们 简 . 
人 诉 已 知 一 个 非 货 的 、 加 法 的 ,正常 的 区 间 画 数 G(d)。 
我 们 的 问题 是 把 它 推广 使 定义 于 一 种 更 广 的 点 集合 类 ,并 使 它 仍 
息 保 部 上演 鬼 性 页 。 世 郊 嫌 车 园 形 关 樟 而 有 汶 多 个 二 下 洒 的 
， 区 疝 4 人 % 一 ,2，…, 02) 作成 的 和 。 用 忆 活 示 这 种 条 等 加 形 ， 我 
们 可 以 写成 

= | dio (22) 


绊 . oy 等 网 形 dy 


这 一 初等 图 形 可 以 用 其 他 方式 分 解 记 有 当 多 也 无 翁 点 的 区 间 之 
条 1} S 


五 一 3 A, (23) 
不 难看 出 ,对 于 任意 了 商 种 牙 解 法 ,可 得 
之 GA) — 习 Gd 人 。 (24) 


为 了 诈 明 ,只 须 取 \22) 与 (23) 酚 分 解法 的 积 而 作 新 分 解法 ,并 注 沪 
G(4) 的 加 法 性 就 够 了 。 如 此 央 (2 和 9 式 的 左右 两 边 部 是 依 新 分 解 
法 雍 区 则 所 作 的 请 值 8(4) 之 和 。 为 了 得 出 (24) 式 的 左 过 ,只 须 
把 园 一 个 4 的 各 部 分 区 有 所 对 应 的 各 项 加 起 来 ,而 为 了 得 出 (24) 
式 的 右 超 , 只 须 拒 同 一 个 4 的 各 部 分 区 法 所 对 应 的 各 项 加 起 来 。 
如 此 可 知 , 如 果 初 等 陪 形 BB 以 性 党 廊 式 分 解 成 百 无 从 点 的 部 分 区 
闻 , 那 未 对 于 所 得 沸 部 分 区 出 所 作 族 面 数值 G(4) 之 和 有 确定 的 数 
值 , 与 总 的 分 解法 无 关 。 这 和 可 以 取 做 图 数 G( 五 ) 对 于 初等 图 形 
五 之 值 : 

G(R)= 名 6(40 (25) 


对 于 任何 苍 解 成 用 多 个 如 无 点 的 区 风 之 和 的 太 式 都 让 立 。 
如 此 很 简单 地 已 把 两 数 GC4) 延展 到 初等 图 形 上 去 了 。 人 和 使 用 公式 
《21) 也 可 以 同样 地 把 G(4) 延展 到 一 切 开 焦 合 上 去 。 但 我 们 将 杀 
取 别 的 途径 。 其 中 开 信 合 将 在 我 们 的 班 究 中 起 着 基本 作用 。 在 本 
千 将 再 圭 花 区 阅 与 初等 闪 疹 的 几 个 简直 许 丑 。 

注意 ; 如果 民 CBs, 居 GCBI) G(Rs)。 这 从 Gd 的 非 负 
性 可 以 将 接 挫 出 , 内 为 可 以 取 Bs 的 一 种 分解 戊 区 则 的 方法 , 使 凡 
与 . BR: 有 公 点 的 部 分 区 间 完 全 属于 以。 没 54 6 一 1，…， Dp) 是 和 
此 可 能 有 公 点 的 区 间 ， 延 长 8。 诗 边 成 直线, 可 以 把 雍 8: 分 成 部 
分 区 间 , 而 这 些 部 分 区 贞 有 下 天 性 持 : 如 到 两 个 部 分 区 间 有 颂 点 ， 
宅 们 必 重 合 。 把 重合 的 区 阅 看 做 一 个 , 可 得 一 初等 图 形 Ro, 这 图 
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形 显然 也 是 诺 之 和 : = 这 84, 而 


GRO < HG), (26) 


而 如 果 对 于 污 一 个 重合 区 疝 4 醒 数 Gd) 的 值 是 正 的 , 划 上 面 式 
中 必 取 < 号 。 | 
现在 介 才 一 个 以 后 要 用 到 的 新 概念 。 苇 a<w<b,e<y<a) 
是 基 一 区 病 , a 是 正 数 。 所 谓 区 间 4 的 a 压 缮 形 是 指出 不 等 式 . 
4 十 a<2s0， 6 十 ac<g 闪 9 定义 的 区 疝 , 并 甩 记 号 4 表示 它 。 所 
户 区 尚 4 的 4 延展 形 是 指 由 不 等 式 a<w<<5t+a,0<y<dta 定 
义 的 区 陨 ,并 用 记号 4 中 表示 它 。 症 4 一 中 4=9R 及 4w 一 4= 
一 五” 都 是 初等 图 形 。 傅 好 (4 的 非 鱼 性 ,可 知 
GPR) -GU GVA) 0, 


而 (RY) Gd -G4) >0, 
而 由 男 数 全 (小 的 正常 性 可 知 
lm G (4) = lim G(4%) =G(4),。 (261) 


现在 仁 明 一 个 以 后 要 用 到 的 精 助 定理 。 
藉 助 定理 ”如 果 初 等 图 形 五 为 次 或 可 数 无 发 多 个 区 期 站 
所 复 辣 (这 些 区 测 可 能 有 仅 点 ), 那 末 
P4060>0(8),. . (27) 


这 和 精 助 定理 的 精 敬 直观 上 是 很 显然 的 。 现 在 习 用 定理 4 而 也 

以 严 嫣 的 证 明 。 融 s 是 预定 的 正 数 。 分 解 刀 成 有 劣 多 个 下 无 到 点 

的 区 笠 4 人 一 车， 2 ， 并 取 每 个 部 分 区 间 4 的 a 压 稿 形 ， 

面 今 正 数 a 足够 小 , 灸 使 对 于 旗 压 烽 形 所 取 的 画 数 值 8(4) 之 和 

>H(R)—s, 用 R, 表示 由 这 些 压 粮 形 之 和 所 狂 碟 的 初等 图形 ， 
那 末 

G(R) SOR e. . (28) 
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对 于 凡 复 盖 王 的 区 悄 如 到 其 2 延寿 形 , 而 介 球 数 mr 足够 人 小; 太 
使 | 


G (0) G0!) + (29) 


WE° 
把 几 相 加 而 得 忆 。 的 哇 压 攻 形 区 闸 封 并 ,作成 团 区 于 。 所 得 噬 于 区 
站 ( 其 数 有 和 旁 ) 的 和 是 一 个 阴 第 合 了 了, 显然 玉 C 刁 。 如 果 从 BU" 志 
扩 宅 的 界 , 即 是 去 皖 它 的 两 溉 和 一 顶点 , 那 末 记 余 是 一 开 区 阐 
.9 注 芒 一 下 区 并 8: 的 延展 ， 可 知 雍 卫 区 关 5 息 盖 上 滤 的 
那些 休 区 井 , 也 就 是 复 盖 了 并 集合 了 。 斤 如 慌 区 尊 以 的 数 上 无 
穷 。 全 定理 4 只 须 取 有 穷 多 个 Siteo(k=1, 2，,…， 的 就 足以 复 普 
,而 后 者 双 做 盖 着 瑟 。。 

牙 区 间 Steo 之 和 届 二 1 2，…, 9) 是 一 个 初等 图 形 ,而 
RCR', 所 以 G(Rs) <GCBRY)。 人 (26) 与 (29)， 


G(R)< 加 GG s 六 GD+e 避 床 ， 
起 此 可 以 坦 搂 推 出 
G(R) SABR) < DG +s, 
因此 
G(R, ee 
比较 (28) 得 
G(R)—s< GD +e 所 以 GG)>G(R)-— 28, 


左近 的 和 与 s 无 关 , 由 于 。 是 任意 的 ,可 得 不 等 式 (27)。 注 意 (2) 
式 左 边 的 和 中 各 项 是 非 负 的 ,有 穷 的 ,但 其 和 可 能 是 十 oo。 
以 后 常 要 深 到 非 久 项 的 无 劣 和 。 和 如 果 和 中 有 一 大 是 十 co, 那 
未 和 也 须 算 做 十 2。 从 即使 是 每 项 都 有 穷 ,其 和 也 可 能 是 十 oo, 就 
是 说 极 数 改 散 。 
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35. 外 测度 及 其 性 贸 用 画 数 G(4) 可 以 对 玫 面 上 每 … 点 集 
合 粮 以 一 个 非 负 的 数 与 它 相 应 ,后 者 称 做 那 集合 的 外 湖 度 ，。 

定义 “ 设 有 劣 多 或 可 数 无 劣 多 个 区 介 4 人 fn 一 1, 2,…) 复 盖 

了 和 集合 G。 所 六 今 的 外 测度 是 指 度 是 所 对 于 一 切 可 能 的 复 浅 集合 人 的 的 

区 间 粗 4 所 到 话 入 应 和 舍 | 

S94,) Gao 


的 下 确 界 。 我 们 用 起 号 1 41 下 示 外 测度 ,其 中 标号 G 措 示 用 以 必 
义 俱 测 庆 的 那个 国 数 .GC4) 。 如 此 对 于 任意 的 复 鞋 得 : 
S464)>1ele, 1Glominf E44) (3D) 


如 果 对 于 任意 复 盖 棚 (30) 中 的 和 总 是 十 co, 那 末 外 测度 也 算 做 是 
十 co。 有 界 集合 的 外 测度 常 是 有 上 劣 的 , 因为 它 可 以 包括 在 一 个 区 
间 4。 内 ,而 依 条 件 G(46) 是 有 筋 的 。 注 意 无 界 集合 4 不 能 为 有 
淄 多 区 明 所 复 善 , 因为 每 个 区 培 都 是 有 劣 的 。 但 无 界 集合 的 外 测 
诬 仍 可 能 是 有 筋 数 。 现 在 证 明 - 一 系列 关于 外 测度 的 定理 。 

定理 1 如果 CO", 那 末 |@ lai2|g。 

凡 8 的 复 盖 棚 必 是 人 ' 的 复 盖 粗 ,所 以 对 名 所 作 的 和 (30) 

的 下 确 界 可 能 小 于 对 2 所 做 的 , 但 卸 不 会 大 于 后 者 ,所 以 定理 下 
明了 。 

定理 2 各 果 有 是 初 每 网 形 ， 闭 杰 基 外 测 朗 等 于 (8), 就 有 
说 | Ble=G(B)。 ee 

如 果 以 某 种 方法 分 制 卫 成 部 分 区 间 4;, 嘟 末 后 者 复 善 ,而 
由 (25) 以 及 外 测度 的 守 义 为 对 一 切 复 羡 粗 所 作 比 和 (30) 的 下 纺 
” 界 ,必然 | 卫 |jo<G(R)。 现 在 镍 明 相反 的 不 等 式 。 和 如 果 旗 区 他 4 
复 其 R, 依 上 节 的 辅助 定理 ， 写 9 (4 之 G(R), 由 此 可 知 


181e>G(R)。 由 上 面 证 明了 的 两 个 不 等 式 可 知 | Rls=G(R)。 
定理 3 对 于 可 数 或 有 劣 项 第 全 之 和 ,和 集合 的 外 测度 者 项 
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保全 外 测度 的 和 > .让 就 号 有 
D3 (8%) 
到 后 我 侧 常 用 一 个 字母 太志 示 某 集合 的 复 盖 。 同 时 对 这 复 汶 
所 作 的 和 (30) 交底 (8)。 专 竹 给 一 正 数 6。 售 下 确 界 的 定义 , 存 
在 集合 5, 的 一 复 盖 5, 使 0(5,) < ,Guo 二 坟 。 取 所 有 出 现 于 一 
切 & 中 的 区 间 名 一， 2，…)。 这 些 区 向 成 为 忆 Cr 的 一 复 盖 3， 
而 对 于 这 一 复 盖 , 显 然 
ol8) = Do(S) < BIOlots DE DIG, ots, 
. 依 下 确 界 的 定义 : 


[Be SG,|ots, 


而 经 然 8 是 任意 的 , 可 得 不 等 式 人 2) ， 注 意 432) 右 边 的 和 或 其 中 
个 晶 项 可 能 是 十 cc。 由 于 谢 项 帮 不 是 名 的 ; 铬 项 的 次 序 本 
定义 了 外 测度 之 后 ,就 把 画 数 GC 少 屿 广 到 一 切 可 能 的 点 集合 
去 , 但 如 此 则 一般 说 来 失去 了 这 此 数 的 名 渤 性。 事实 上, 可 以 
NA 
所 号 。 以 后 我 个 将 介 亲 基 类 集合 ,对 于 这 类 集合 外 测度 保存 共 加 ， 
小 性 。 外 酒 庆 的 妇 一 定理 。 

定理 4 任何 集合 公 可 以 为 一 个 适当 的 村 集合 0 所 复 盖 ;使 
后 者 的 外 测度 与 8 的 外 测度 种 其 任 意 小 ,这 就 是 物 : 如 果 4 号 任 
意 集 合 ,。 是 预定 的 正 数 , 那 术 必 存 在 一 个 并 集合 0, 满足 SSO， 
A 

如 果 12|o= 十 cc, 团 未 凡 复 盖 集 合 -好 的 开 集 合 六 部 能 满足 
不 等 式 |O|c 系 :ee。 以 后 最 1@17 是 有 和 败 的 。 证 8 是 预定 的 
正 数 。 取 人 的 复 盖 区 山 胡 了， 全 请 中 不等式 


S04) si je 汪 (83， 
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取 每 个 区 阳 4 A, 的 mm 延展 形 ， 并 取 正 数 mm 使 它 满 是 
他 (de Gd) 十 


(84) 


、 i 9 
如 果 取 消 dg 的 界 ,就 是 说 取 去 它 的 天 边 与 一 俐 点 , 划 所 得 话 开 
区 且 Lv A 0, 产 且 为 说 区 酒 4&* Rs 俊 下 
10 o< BHA), 
a (34) , 可 得 
lOie<3G(4) +$, 
而 注意 (83) , 可 得 
| lOle<|@let+ Eloiote, 


36， 可 测 集合 ”现在 介 郝 一 类 集合 ,时 做 可 测 集合 ,我 们 在 以 
后 要 荡 明 它们 的 外 测度 有 加 法 性 。 对 于 这 类 可 测 集合 ， 它们 的 外 
、 测度 简称 测度 。 
” .定义 集合 2 称 为 可 测 的 , 晤 指 它 可 以 发 一 个 开 集 合 0 所 复 
盖 , 使 差 0 一 & 的 外 测度 任意 小 ,这 就 是 说 , 集合 8 时 做 可 测 的 ， 
是 指 对 于 任意 预 灶 的 正 数 e; 必 存 在 一 个 开 和 集合 0, 使 ZSO, 而 
IO 一 gje<ses _ 可 测 集 合 的 外 测度 锰 称 这 集合 的 济 度 。 
”在 定义 可 测 集 合 时 所 用 的 条 件 比 罕 定理 4 中 所 陈述 的 较 弘 。 
定 到 4 中 的 性 贤 是 一 期 集合 所 公有 的 ,但 却 有 梨 合 存在 ,对 于 所 选 
画 数 4《4) 是 不 可 测 的 ,从 而 不 满足 定义 中 的 条 件 。 为 了 表示 可 
测 策 合 的 漳 记 ,可 以 仍 用 符号 1E|c, 因为 焦 定 义 对 于 可 测 集 合 , 测 
度 就 是 外 测度。 我 们 更 在 证 明 , 任 章 区 痪 4 是 可 浏 的 依 定 理 1， 
宅 的 外 浏 度 等 于 G(4) 。 以 后 我 们 将 酒 到 , 凡 初 等 图形 也 必 可 测 。 
从 而 可 以 用 论 号 G(E) 来 表示 任意 可 测 集 合 的 测度 。 现 在 规定 窑 
集合 的 外 测度 以 及 测度 都 是 零 。 这 与 上 述 定 义 完 双 相符 。 再 介 结 
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一 一 一 一 一 一 一 一 ~- 一 - 一 


一 个 定义 :集合 是 修 依 (小 是 测度 为 零 的 集合 ,或 简称 测度 为 . 
霖 的 集合 ,是 指 对 于 攻略 定 了 的 GC4)，|8 6c 一 0。 依 这 定义 星 接 
得 知 : 凡 测 度 为 喜 的 集合 的 部 分 入 合 也 是 测度 为 才 的 。 现在 证 明 
可 测 集 合 的 一 系列 性 贤 。 这 些 性 质 将 用 做 以 后 全 部 研究 的 基础 。 

定理 5,， 凡 开 集 合 必 是 可 测 的 。 

和 如果 是 开 集合 , 那 林 只 须 在 定义 的 条 件 中 分 0 一 人 就 钥 了 ， 
因为 10 一 616=0。 

定理 6， 企 意 区 疝 4 是 可 浏 集合 ,其 测度 等 于 人 C4)。 

. 设 4 基 某 -区间 。 取 宇 的 a 延展 ,得 出 区 于 4 中 。 荐 49 一 4 

是 初等 图 形 , 而 由 全 (人 是 正常 前 数 , 得 : G(4w 一 人 =G(4O 一 
一 G(4)0 当 > 二 0 于 戌 立 , 这 就 是 驳 对 于 任意 预定 的 正 数 。y 
必 存 在 数 w, 使 Gd 一 4) 拓 ee 慨 O 是 由 区 疝 4 去掉 其 界 而 得 
的 开 区 间 。 依 延展 的 方法 , 4C-O。 为 了 证 明 4 之 可 测 性 ,只 剩 下 证 
明 10 一 4 ww 所 86 了。 因为 OA 而 使 定理 1,i10 一 4 所 | 4 一 
一 41s。 但 4 一 4 是 韦 等 图 形 , 依 定理 2,| 4 一 4'6= G04 一 
一 急 志 sy， 就 是 说 10 一 408。 这 正 是 所 权证 的 。 4 的 测度 等 于 


”其 外 测度 ,所 以 与 9(4) 各 等 ,因为 4 莽 补 等 剧 形 的 特例 。 


定理 9.“ 测度 为 器 的 依 合 ”一 一 -就 是 外 测度 为 辟 的 集合 ， 污 
“项 度 等 于 雳 的 可 测 集 合 "两 概念 是 相同 的 。 
如 果 151co= 0, 那 末 依 定理 4, 对 于 任意 预定 的 正 数 。 有 开 策 
0 使 6C0, 而 IOlese, 因此 依 定 理 1， i0 一 6|wx<e, 质 
以 2 吓 足 可 浏 的 。 的 测 虎 等 于 其 外 测度 ,所 以 等 于 老 。 反 之 如 时 
Se 而 其 湖 度 等 于 零 , 邦 未 傅 浏 度 的 定义 , 它 的 外 测度 
等 于 震 , 而 定 乾 证 明了 了 。 | . 
定理 8. 有 次 多 或 可 数 无 穷 多 可 测 集合 的 和 的 是 可 测 的 。 
讼 ,是 可 浏 集合 ,人 是 它们 的 和 和: 和 = > 而。 是 预 定 的 
亚 数 。 依 训 浏 集合 的 定义 ; 必 存 在 下 集合 DO 满足 名 CO 及 
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10, 一 Ble< 计 。 汪 集合 0。 的 和 仍 是 一 开 和 集合 0, 而 且 显 然 
EcO, 叉 依 E8 了 1 的 (6)， : 
0— EPO —6.)。 
应 用 定理 1 与 3, 得 
10-6lo<} D0,~6%) 1o< D0,.—6,le, 
而 因为 |0, 一 Gnle 忆 妆 , 所 以 
: I0—@|la<eo 

， 于 是 征明 了 2 是 可 测 的 。 殉 痊 精 向 二 明 于 和 集合 的 可 浏 性。 首先 阁 
明 一 个 辅助 定 建 ,这 萎 是 在 太 此 补充 俱 酸 之 下 定理 4 的 精确 化 。 

慕 助 定理 ”如 果 两 集合 E 及 6s 肖 的 距离 是 正 数 , 邳 末 

‘G+ sg= | ict+ Bec。 

. 谢 d 是 集合 鲁 与 @s 间 的 正 距离 。 对 于 任意 预定 的 正 数 e 必 

存在 集合 Bi 十 6s 的 一 个 复 六 98， 使 
_ oS) < | G1 + 6s lot 8, 3 . (85) 
_ 将 册 现 于 8 中 的 每 一 区 关 妇 割 成 有 崔 多 区 油 ， 使 后 者 的 对 和 角 线 匡 
-都 小 于 do 这 时 出 现 于 人 & 中 的 区 疝 可 分 成 三 类 :第 一 类 中 的 区 间 只 
复 盖 有 6 中 的 点 ,第 二 类 中 的 只 复 盖 @s 中 的 点 ,而 第 三 类 中 的 茎 不 
复 赣 i 的 点 也 不 复 盖 Gs 的 点 。 既 复 识 1 的 点 也 复 盖 ;的 点 的 
区 簿 根本 不 存在 。 第 三 类 中 的 区 疝 可 以 从 人 中 删 去 -如 此 阳 和 c(S) 
只 甬 减 小 ,而 不 等 式 (35) 依 然 有 效 。 如 此 复 盖 吕 分解 成 复 盖 吕 与 
-. 复 盖 8, 而 人 ;的 雍 区 疝 复 请 Ga 关 与 &s 无 公 点 ， 8s 的 庄 区 站 复 
盖 Gs 并 与 -人 8 无 翁 点 。 此 外 ,0 (5S) = (Sa) +0 (583) , 而 依 (85) 
o(S1) +o(Ss) IG + olet eo (36) 

由 下 确 界 的 定义 得 |61|a<o (81) 而 |6:|c 所 a(S3) ， 所 以 由 不 等 
式 (36) 可 得 1@1 [e+ [S| | 十 951s+8, 而 既然 。 是 任意 的 ， 
可 得 12Ea|e+ Bles1 旬 十 Ge。 另 一 方面 ,由 定理 3 得 知 | 十 
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+E io Giot+ |6slo, 各 此 得 | 名 十 名 je 一 | 到 
所 锥 证 。 

票 如 暴 . 扣 与 了 是 两 个 无 傣 点 的 阴 和 集合 ,并且 其 中 荣 少 一 
个 是 有 界 的 , 剖 末 | 本 二 Plo 二 |Fs|a+ Fle 如 条 了 (5 二 1，2， 
0 是 开 项 骏 点 的 有 恰 阴 集合 , 济 末 | 名 Filo= 总 | 了 ja。 为 

了 证 明 这 系 ,只 所 应 用 在 [3g 中 所 这 关于 无 太 点 天 梨 合 赔 距 认 的， 
精采 。 

定理 9. 凡 于 策 合 必 可 测 。 

首先 性 丈 是 某 -一 有 界 于 化 合 , 并 波 s 是 预定 的 正 数 。 依 定理 
4 存在 一 开 和 集合 0, 满足 FCO 及 1Djes | 了 |e 二 se。 现在 让 明 这 
开 策 合 O 满足 不 等 式 | 
19 一 下 |esa， 《387 
于 是 可 浏 集合 的 条 件 满 足 。 依 定理 3[33] , 差 0 一 也 是 开 和 集合 ,所 . 
以 依 定 理 5, 它 可 以 表示 成 可 数 多 个 区 肖 4。 的 和 ， 而 当 些 区 内 下 
无 下 点 : 

0~P= Bh (38) 


固定 正 整 数 mr, 考察 (38) 中 和 的 前 ms 项 的 和 ， 对 于 凡 出 现 于 这 后 
一 各 中 的 区 并 , 取 其 a 压 缚 形 , 而 正 数 a 可 随意 取 定 。 如 此 可 得 一 . 
初等 轿 形 RB: 

RE= 人 $4, 


ei ee 人 4,(r 一 1 2 …， 29) ， 那 末 与 上 面 和 相应 前 
一 前 集合 ,这 显然 与 初等 图形 豆 的 闭 包 下 相合 。 每 个 六 区 前 

二 为 相应 区 出 4。 所 复 盖 。 这 一 开 傈 合 吾 与 也 无 惨 点 ,所 以 究 
们 由 的 踪 次 是正 数 。 所 以 与 下 晰 的 距离 更 是 正 数 , 而 依 辅助 定 
理 ， 
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[44Pio= | 名 m4let Pleo 
但 依 (38)， 翌 w4+PcO， 所 以 
[m4 etlFlo<lOle, 
注 演 不 等 式 |01o< | je 二 sy 可 得 | 
[dtlF og|Flets, 


依 条 件 , i 是 有 界 集合, 所 以 1 也 !o 是 有 穷 数 。 由 .上 述 不 等 式 得 
不 铂 式 ， 
p> 


但 
| bp (do = G(R) 三 » G (WA,) lola, 
#1 R=1 5 


.上 沪 不 等 式 可 以 写成 下 面 形式 : 
| > |'®4,le eo 
首先 分 4 趋 间 于 收 ， 然后 全 m 趋向 于 无 穷 ,可 得 不 等 式 
忆 14leses 
最 后 由 公式 (38) 与 定理 3 可 得 
10- 了 los 总 14lose， 


这 正 是 不 等 式 (37)。 现 在 裔 闭 和 集合 了 是 无 界 的 。 葵 7; 是 以 原点 
为 中 心 以 为 年 径 的 阴 图 。 作 有 守 闭 策 合 J 了 了。 和 "Ys， 可 得 


“Fw 2 
而 三 的 可 测 性 可 由 定理 8 雷 楼 推出 。 和 如 此 定理 9 十 明了 。 
定理 10. 和 如果 人 是 可 测 集 合 , 那 示 补 集 合 0E 也 是 可 测 的 。 
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由 于 是 可 测 的 , 必 存 在 开 和 集合 0,, 使 ceo 并 且 !O,- 
-2lo< 二 二 。 作 湖 集 合 也 =C0s。 由 于 6CC0,, 得 FucCE。 此 
外 , 搓 [31] 的 (19) 可 得 芝 式 OF— PF,=0,—6, 用 一 切 也， 的 各 代 
举 左 边 的 了 了,, 得 

O06 — Dc06—b,, 就 是 说 OZ 一 DcO-o, | 


而 由 于 |0, 一 6|a< 二 ,得 
I08- 富 le<。 
上 面 不 等 式 的 左边 与 ?无 关 , 合 % 增加 演 于 无 和 , 得 


IO et 马刀 ic=0， 


由 此 得 知 左边 的 差 是 测度 为 堆 的 集合 Eo。 如 此 可 以 把 CG 号 可 
测 焦 合 的 和 :; 


CE =6o 十 3 


由 此 得 知 , 依 定理 8, CE 是 可 测 的 。 | 

依 定义 , 集合 的 可 油性 是 借 开 集 合 而 建立 的 。 在 下 面 定理 中 
将 证 明 同 样 也 可 以 借 阴 集合 建立 集合 的 可 测 性 。 

定理 11，. 乡 可 测 的 必要 且 赤 分 的 条 件 及 是 对 于 任意 预定 的 
2 夜 在 一 于 集合 忆 满足 瑟 CE 与 18 一 Pig<e。 

人 的 可 测 性 与 CE 的 可 测 性 是 同 效 的 ,而 后 者 可 测 的 必要 且 
充分 的 条 件 是 对 于 任意 预定 的 正 数 s， 必 存在 一 开 集 合 0, 使 
OZCO, 而 10-0C9lo<s。 如果 分 天 =00, 依 [3 的 {19) 可 知 
0-08=6~00=6 一 了 ,而 了 CE, 所 以 得 到 定理 中 的 芋 论 。 

定理 ]8， 有 资 多 或 可 数 无 穹 多 个 可 测 集 合 的 交 是 可 测 集合 ， 
头 可 湖 集 合 的 郑 也 是 可 测 集 合 。 
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如 果 第 合 名 都 是 可 测 的 , 它 全 的 交 的 可 漠 性 可 以 由 [如 中 的 
公式 


He, 一 个 将 | Ce 


与 定理 8 及 10 得 出 。 和 如 果 4 与 是 可 测 的 ,- 那 末 它们 的 差 的 可 
测 性 可 由 [31] 中 的 公式 4 一 ==4.08 与 揣 才 证 明 的 交 之 可 测 性 
列 接 推出 。 | 

定理 13 ”有 和 穷 多 或 可 数 无 究 多 个 五 无 仅 点 的 可 测 集 合 的 和 
的 测度 等 于 和 中 各 项 集合 的 测度 之 和 。 


~ 


嗣 6, 是 互 光 公 点 的 可 测 集 合 。 共和 的 可 测 性 可 巾 定理 8 得 


知 。 首先 访 一 切 货 合 6 部 是 有 界 的 。 依 定 理 上 上 [5 -对 于 任意 预 葵 a 


的 正 数 6, 必 存 在 阳 集 合 ,使 也， CE 而 OD le 茹 


中 集合 了, 显然 是 有 界 和 集合 , 并 且 万 无 公 点 。 由 公式 名 = 本 二 
十 (@ ,一 五 ) 直 搂 可 得 - 


[ele |£, 15 中 二 


Dro 
另 一 方面 ,考察 谋 集 合 8; 中 的 前 w 个 , 划 
”los 
对 于 有 乡 多 互 无 公 点 的 出 集合 玉 。 之 和 ,可 以 引用 上 曾 证 明 过 的 情 
助 定理 ,再 引用 不 等 式 | 了 |o> 16, 1 一 各-， 可 得 
[3238.o> 匀 jzlo> 匀 ielo 一 祝 汪 。 


人 即 和 集合 2 的 数 月 无 穷 。 电大 


而 锋 然 。 是 任意 的 ， 
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| Sil 
把 这 不 等 式 与 不 等 式 (39) 比较 ,可 得 等 式 
| 翌 刀 le= 证 15las (39) 
于 是 证 明了 定理 。 注 意 56; 及 其 和 是 可 测 的 ,可 以 把 上 式 写 成 
GE 十 io 十 Er 十 一 和 (GT 十 全 CE) 十 
十 好 (十 …。 《40， 
现在 考察 在 话 集 合 6 中 至 少 有 一 个 无 界 集合 的 铺 形 。 散 y， 是 以 
原点 为 中 心 以 为 什么 的 半圆。 考察 集合 | 
SPB, EPE 一 TD CE 和 一人 ya 一 ya 和 
这 一 切 都 是 有 界 的 ,并且 是 可 测 的 , 因为 漳 集 合 71 与 湖 集 合 的 其 
ys 一 yp-t 都 是 可 测 梨 合 , 而 可 漳 第 合 的 交 也 是 可 测 的 。 我 们 可 以 
把 每 个 集合 8 者 示 成 互 无 公 点 的 有 界 可 测 集 合 的 和 : 


GB, 
pl 


而 傣 上 面 所 证 明 过 的 ,得 | 

61 位 Il (41) 
集合 如 的 和 2 可 以 表示 小 有 界 集合 CUe 的 双重 和 ,而 后 者 御 此 
无 人 点 , 共 中 也 可 能 有 空 集合 : 
依 上 面 所 证 的 ,得 


lglo= leblo 
非 负 项 的 和 中 庄 项 次 序 无 关 紧 要 [I, 134]。 可 以 先 就 太后 就 m 
取 和 。 注 意 (条 ) ,并 据 怒 式 (39) , 可 以 完全 证 明 这 定理 。 
注 。” 如 果 改 变 假 识 ， 不 合 可 测 集 合 5 是 彼此 无 仅 点 的 , 那 末 
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依 定 理 8 它们 的 和 仍 是 可 测 的 ,但 (4 必须 改 成 不 等 式 
G0) < He), (40)) 
这 乃 是 因为 可 测 集 合 的 测度 就 是 它 的 外 济 度 。 如 果 每 一 集合 2 
的 测度 都 是 雾 ， 那 未 依 (401) G(E) <0。 但 测度 不 能 是 负 的 , 因此 
9(O) =~ 0, 这 就 是 哆 ,有 和 状 多 或 可 数 无 容 多 个 出 度 为 零 的 集合 之 和 
盆 是 测度 为 专 的 。 
对 于 测度 无 穷 的 集合 上 述 的 定理 也 仍 成 立 。 在 下 面 的 定 浊 中 
关于 这 点 希 稍 有 保留 。 
， 定理 堆 ， 和 如 果 4 与 是 可 测 的 , 而 .BC4， 并 且 B 的 测度 
有 和 劣 , 那 末 
GA-—-B=GtA) -GB), (42). 
送 4 一 B= 了 依 定理 12 是 可 测 的 。 4 一 了 3 十 D, 而 B 与 D 互 
无 公 点 。- 依 定理 13 G4(4) 一 G(B) +G(D) ， 而 从 两 侧 减 去 有 盎 数 
”G(B), 可 得 (42)。 、 
”定理 人， 和 如果 n(n 一 ,2,…} 是 可 测 入 合 的 不 条 序列 那 
未 ,极限 集合 @ 也 是 可 调 的 ,而 
， ~ G(6) = lim Q(6,), 
2 的 可 测 性 让 接 由 下 面 公式 得 出 : 
SE= lm A tb 6) +(6s Es) + .{44) 


有 边 诸 项 互 无 仅 点 ,而 如 果 一 切 B 的 测度 都 是 有 鸭 的 , 那 来 
GE) 一 GE + [G6;) - -GD 全 
+ [G(s 一 人 (Go)] + 
前 % 项 的 和 等 于 G(E) ， 所 以 由 上 式 可 得 ds)。 如 果 革 一 各 有 
无 劣 测度 ,公式 (48) 是 品 然 的 。 注 意 知 此 则 须 把 9(E,) 及 9(E) 都 
换 成 十 ce。 
定理 16. 如 果 Good 有 ) 是 具有 用 测度 的 集合 的 本 


(48) 
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~ 


把 例 事 示 成 下 无 代 点 村 合 的 和 : 
= + {45) 
5 的 可 济 性 可 由 冠 理 8 及 了 4 得 出 。 把 定理 13 及 坟 应 用 到 (45)， 
可 得 
GO = + G6 — GG)] + 
十 [GE 一 人 LE 十 [GE 一 GE] 上 
就 是 说 
GED) = GS) HGS) hm GCC， 


于 是 得 (43) 。 - 
注 榴 限 集合 的 可 测 性 陛 可 以 不 必 假 服 如 的 测 上 有 穷 而 
由 (45) 推出 。 | 
37， 可 测 集 合 ( 蓝 ) ”我们 列举 由 上 曾 证 过 的 关于 可 潮 策 合 的 
定理 得 出 的 一 些 推荐 ， 初 等 固形 且 艇 然 是 有 劣 多 区 摘 之 和 , 它 自 
然 是 可 测 集 合 , 而 其 测度 等 于 它 的 外 测度 , 由 公式 (25) 琢 示 , 其 中 
dith 一 1 ,2，…,m) 是 把 如 秀 解 所 得 的 瓦 无 你 点 的 区 更 。 用 Le 
溢 儿 可 测 集 合 移 族 , 其 中 记号 好 指示 原来 用 以 建立 这 族 的 夯 数 
GQ{4)。 上 甬 已 把 丙 数 会 (4) 扩展 到 凡 导 于 并 的 集合 如 上去， 而 
所 得 的 两 数 G(E) 仍 是 非 负 的 , 而 依 定 理 13, 加 法 性 不 仅 对 于 有 
山 卫 Lc 的 集合 的 党 序列 ,又 今 攻 们 的 测度 都 是 有 穷 的 , 这 就 是 说 
ED 而 的 株 限 第 合 5 是 空 的 。 和 起 定 理 T6 亨 翌 可 
知 人 (6%)->0, 就 是 襄 画 数 (2) 对 于 J 不 仅 是 非 负 的 、 加 法 的 ， 
”新 且 是 正常 的 .为 了 吉明 加 法 性 对 于 Te 中 的 集合 不 仅 适用 于 有 劣 
多 项 之 和 ,而 且 适 用 于 可 数 无 穷 多 项 的 和 ,我 外 说 这 本数 是 完全 加 
法 的 。 族 .Lo 也 包含 光 界 集合 。 这 此 集合 中 有 些 是 有 有 和 穷 测 上 度 的 ,但 
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也 有 些 的 测度 等 于 十 so。 但 并 非 一 切 无 并 种 合 部 是 可 淹 的 。 有 
条 在 作 可 测 集 合 屿 时 只 游 虑 有 界 策 合 ,或 是 属于 确定 的 有 崔 区 前 
之 内 的 梨 合 、 在 上面 我 们 并 没有 以 此 条 件 月 限 。 还 要 注意 ,我们 
地 设 出 发 的 页 数 G(4) 对 于 一 切 有 盎 区 间 部 有 定义 。 如 果 G(4) 
只 对 履 王 柴 区 药 4 的 一 团 区 间 4 尘 义 , 那 未 可 以 把 尼 护 张 到 一 
动 区 阅 4 .上 去 ,这 只 须 用 公式 9(4) =G(4*40) ,并 注意 两 区 出 的 
次 仍 是 区 周 。 
集合 族 La 是 与 出 发 画 数 8(4) 的 选择 有 关 的 。 但 对 于 这 放 
数 的 尾 赛 选择 , 这 上 族 总 是 包括 一 切 区 沿 、 初等 图 形 , 开 集合 及 峙 和 集 
合 。 下 面 我 们 将 答 出 为 一 切 Ls 公有 的 集合 的 更 完备 的 特征 。 我 


” 公 将 把 集合 画 数 解释 成 质量 。 焙 出 初始 岗 数 9(4) 就 是 葵 出 在 酝 


意 区 间 4 上 的 改 量 , 并 发达 在 量 满足 中常 的 条 件 : 即 医 负 性 .加 法 
性 、 及 正常 性 。 所 狙 点 集合 G 可 测 , 是 扣 “在 6 上 的 质量 " 是 有 窟 
义 的 ,而 G(E) 就 是 这 质量 。 可 以 举 筋 音 的 例 , 使 集合 La 包含 于 
醒 上 的 一 - 巧 点 策 合 。 发 贤 量 工 集 中 在 P 点 处 。 如 果 区 间 4 包含 点 
一, 郑 末 G(4) =1, 诉 如 果 区 辣 4 不 包含 了, 则 (4) =0。 不 难 . 
生出 ,对 于 这 画 数 9(4), 族 .Lo 包含 一 切 点 集合 ,而 如 会 卫 盎 
GCG)=1, 不 命 P 囊 (4) =0。 

沽 察 重要 的 特例 , 即 9(4) 等 于 区 出 4 的 面积 。 在 这 情形 中 
族 Ze 可 以 简 玫 成 工 。” 如 此 可 以 把 面积 概念 推广 到 很 宽广 的 棵 合 
族 工 上 。 这 特例 首先 由 法 国 数学 家 勒 具 格 所 考察 。 在 这 情形 中 画 . 
数 G(E) 可 以 用 记号 m(@) 坦 示 。 和 集合 族 荆 在 常 时 做 依 勒 只 格 可 
” 测 的 集合 族 。 对 于 这 些 保 合 , 融 它 的 “面积 " 是 有 意义 的 。 如 果 如 
是 有 穷 的 或 可 数 无 穷 的 皮革 合 , 独 未 办 (E) = 0。 同 禅 ,如果 多 是 
直线 粮 段 或 是 整个 直线 ,六 末 m(e) =0。 如 果 同 一 区 也 4 或 取 成 
开 的 ,或 年 开 的 , 或 天 的 , 则 m{4) 的 值 是 相同 的 。 如 果 可 测 集 合 . 
有 内 点 , 区 显 然 m(E) >0。 可 以 证 明 , 存在 有 界 开 集合 , 其 界 
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的 淹 度 各 (为 >0 人 是 于 的 ,从 而 是 可 淹 的 )。 对 于 开 和 集合 0,m(0) 
等 于 及 几 更 -于 公式 《34) 的 区 倘 俐 积 之 和 1, 而 这 科 与 把 性 表示 成 区 
咖 的 和 的 方式 无 关 。 如 时 是 有 四 内 集 合 . 那 束 把 它 用 开 区 期 
de 复 次 ,可 以 把 各 下) 确定 为 两 开 筑 合 的 测度 利之 差 : 人 人)= 
=m(do — mt( do—F) | 

了 整个 作 族 7 的 方法 可 以 与 以 上 一 样 地 施行 于 任意 有 穷 维 的 
空 由 中。 也 其 特例 ,由 放 三 厅 空 遇 中 族 工 是 凡 有 确定 “体积 ”的 入 
合 之 族 , 而 在 -- 灯 的 情形 中 , 这 乃 是 凡 具 有 确定 “长度 ”的 策 合 之 
族 。 在 县 有 尾 司 有 穷 维 数 的 空 税 中 ,如 果 和 集合 属于 工 , 剧 无 所 训 体 
积 等 等 名 称 而 --- 徒 你 做 测度 。 

38， 可 测 性 的 警 定 法 可 以 答 可 油 梨 合 以 种 种 定义 ， 都 与 上 
述 的 同 效 、 现 在 举 出 一 些 沈 类 定义 ,但 首先 以 有 界 集 合 为 限 。. 

定理 1， 有 办 集合 了 属于 族 Lx - 族 Ls 的 必要 上 充分 的 条 件 乃 是 济 
于 任意 预 共 的 正 数 3 必 在 在 一 争 等 图形, 满 是 


S++ =R+es, | (46， 
列 和 集合 el 与 ea 满 是 下 刘 不 等 式 ; 
lel; es, |esl a 8 (47) 


先 证 形 必 要 性 。 合 忆 属 于 Fe。 嘟 末 必 存在 开 和 偶合 O, 全 
SECO 而 0-3oses。 合 0—6=e, 天 O04+e; 而 对 于 sy 不 
等 式 (47) 成 站。 另 一 方面 依 133] 的 定理 5, 0 是 元 素 集 全 Rs 所 
组 成 的 小 序列 的 榨 限 ，R, 颖 示 公 式 (21) 右边 的 前 2 项 之 和 。 依 冠 
理 15 得 (TCD 一 lim G(R.) ,所 以 可 以 取 是 够 大 的 值 %=m, 使 当 
R= RR 对 得 = 吨 二 oa 而 |oloss。 上 比较 上 面 得 出 的 两 个 表示 避 
的 万 式 , 可 得 公式 (由 )， 井 月 共 中 的 &% 与 62 确 满 是 不 等 式 (47)。 群 
让 明 充 分 钼 。 设 对 于 任意 项 先 和 给 定 的 正 数 e (46) 与 性 门 成 立 。 语 
然 五 二 可 测 的 , 必 存 在 升 梨 合 0 使 五 CO 而 |O 一 吾 |e 和 es。 另 - 
-一 方 IBi, 优 完 理 4 存在 下 伐 合 0s, 满 是 eC 与 |10。 os 撩 :ez|le 十 zi 


46 六 = 间 人数， 


i RE 


所 以 依 (47) 六 开 和 个 合 0=01+0, 复 六 +a， 因 丽 
O~ECIO— (2 十 的 )] +er, 
而 依 [3 旭 的 (6 )， 
0O~$CEHO +O02) (Rie tac(O— + 
+ (02s—e2) 十 6l。 
注意 1Ca 一 吾 |e<e， 12 一 ez| 所 10s| ec<s2e， 及 (47) 3 可 知 10— 
”一 G1e<4e, 而 经 然 8 是 任意 的 ,得 是 可 测 的 。 | 
定理 2. 有 界 集 合 8 属于 Lo 的 必 超 且 友 分 的 条 件 乃 是 对 于 
任意 预定 的 正 数 s 忆 存 在 初等 图 形 R, 使 
1E—Rls<e, [R-6|o<s, - (48) 
谱 明 其 必要 性 。 介 台 恬 于 Ls。 那 末 存在 初等 图 形 召 , 满足 


(46) 及 (47)。 不 等 式 (48) 可 以 由 县 然 的 关系 5 一 RCes 及 ER 一. 


一 Ce 得 出 。 惟 对 于 任意 预定 的 正 数 z 存在 初等 图 形 恕 满足 不 
等 式 (48)，、 那 未 各 果 合 3 一 =e 而 呈 一 =e1 则 得 二 B+ 
- 十 ez, 而 &1 及 52 满足 不 等 式 (47) ,至 于 6 的 可 浏 性 出 由 定理 工 苛 
以 得 知 。 
定理 3. 和 集合 信 集合 (可以; 是 无 界 的 ) 夺 于 Ze 的 必要 . 日 这 女 的 条 
件 瑟 是 对 于 什 意 预 定 的 正 数 e 存在 开 集 合 0 及 关 傈 合 琅 , 满嘴 
Fceco0O 及 IO-Fln<eo (49) 
如 时 2 是 可 测 的 , 那 末 依 定 义 及 [36] 的 定理 芯 ， 存在 于 昔 
合 玉 及 开 和 集合 0, 满 是 FCECO 与 |6-Fle< 包 ，|0~-6lo< 


< 号 。 此 外 ,0 一 也 一 (0 一 6) ++(9 一 了 ) ,由 此 可 得 (49) 。 反之 ， 


避 (49) 成 立 。 和 如 此 出 |0 一 je<s, 而 痰 定义 6 是 可 测 的 。 


再 学 一 个 可 测 性 的 嘱 定 法 而 不 加 广角 。 人 是 可 测 集 合 的 必要 


且 充 牙 的 条 件 乃 是 对 于 任意 集合 4， 下 面 公式 成 立 : 
14le='A.Giet+|4—E|o0o (£0) 
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.集合 体 机 介绍 关于 上 人 个 组 的 一 个 全 。 所 加 
三 0 F 弄 性 里 的 篆 合 懂 :( 1 ) 如果 集 合 全 与 6; 瑞生 这 
旅 , 那 未 它们 的 潍 全 一 Bs 也 在 这 族 中 ; (2 ) 和 如果 局 与 全 在 无 和 
点 ,并 都 在 这 族 中 , 那 末 它们 的 和 名 二 5s 也 属于 这 族 。 
和 电 定义 可 以 得 出 一 些 直接 推论 来 。 发 集合 饶 是 属于 疾 族 的 一 
个 集合 与 它 自己 的 潍 , 那 未 它 一 害 必 于 任意 第 合体 。 又 从 [3 贡 的 
公式 
Ga GE); Ed (1), 
直接 可 竺 : 族 中 两 集合 的 交 以 发 族 中 两 有 公 点 集合 的 和 也 部 辕 于 
这 族 。 这 命题 显然 可 以 推广 到 任意 多 有 穷 个 集合 之 交 与 和 上 去 ， 
就 是 愉 : 谢 于 体 的 有 穷 多 个 集合 的 交 与 和 都 属于 这 体 。 本 
现在 加 强 集 合体 定义 中 的 第 一 条件, 就 是 臣 凡 可 数 无 穷 多 个 
五 无 翁 点 并 属于 这 体 的 策 合 之 和 仍 属于 这 体 。 如 此 的 集合 体 叫 做 
于 体 。 这 就 是 鹏 ,所 彰 半 的 集合 体 是 肯 具 有 下 列 两 性 质 的 集合 族 : 
(1 ) 如 果 策 合 51 及 Es 刷 于 这 上 族 , 其 状 2 一 6 也 凡 于 这 族 ; (2) 
如 果 有 穷 多 或 可 数 光 旁 多 个 互 无 正点 的 集合 5, 都 属于 这 上 族 , 见 忆 
们 的 和 也 属于 这 族 。 与 以 前 一 样 可 让 明 : 阴 体 中 任意 有 穷 多 个 焦 
合 的 变 与 和 也 名 于 这 体 。 现在 证 明 , 其 中 可 数 无 劣 多 集合 的 和 与 
交 刀 必 有 居于 这 阴 体 。 为 了 证 明 这 点 ,只 须 引 几 下 烈 公式: 
S60 1 (G2 — 81) + [LS,— (G1+ G2)] 


二 EC (G462+60)] + (51) 
HL ~[(61— 60) + (063) + 
+ 一 SEO。 (52) 


ey 只 须 证 明 几 属于 式 右边 的 集合 的 点 必 冉 
于 式 左边 的 货 合 ,反之 几 悦 于 式 左边 的 集合 的 点 也 必 居于 式 右 边 
的 集合 。 全 儿 , 凯 于 闭 的 集合 以 人。 如 此 则 (而) 式 大 边 诸 项 做 
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中 有 无 你 点 ! 并 部 属于 宇 。 所 以 傅 于 体 下 的 定义 , 8 的 和 也 属于 
(2) 式 右边 广 括号 中 庄 项 部 在 了 中, 因 上 站 它们 的 和 也 属于 卫 。 
所 以 玫 个 右边 属于 卫 , 就 是 说 弟 集 合 5, 的 交 周 于 工 , 于 是 得 由。 

中 [36] 所 诈 考 直接 得 知 Ls 是 -~ 集合 的 痢 体 。 考 察 区 间 夯 数 
G(4) , 关 推 广 宪 到 阴 笨 Le 上。 区 有 师 的 族 并 不 基体 ,因为 两 区 测 之 
差 已 不 是 区 半 了 。 和 初等 图 形 R 的 族 是 体 , 但 不 是 并 体 。 我 们 扩展 
画 数 G(4) 的 方法 用 是 首先 扩展 区 到 初等 图 形体 上 去 ,然后 再 延 
展 筷 到 于 体 卫 * 上去。 所 得 的 男 数 G(9) 在 To 中 是 非 贸 的、 完全 
加 法 的 .正常 的 ,这 些 形容 说 的 通 义 是 依照 [37] 中 所 规定 的 。 现 在 
揭示 出 梨 合 画 数 的 正常 性 与 加 法 性 间 的 关系 。 | 
. 合 仇 是 一 条 合体 ,性 它 可 能 症 非 了 的。 对 于 凡 层 于 区 的 集合 

定义 的 画 数 全 (8) 对 做 在 多 中 完 叉 加 法 的 ,是 指 洗 满足 下 列 条 件 : 
如 果 和 集合 人 导 于 了 工 , 并 旧宅 是 有 穷 多 或 可 数 无 穷 多 个 局 于 殉 的 集 
合 的 和 ,并 且 8, 互 无 到 点 , 那 末 
GE EI) = GE) + GB) + 
前 面 已 厄 提 到 过 完全 加 法 画 数 的 概 合 。 在 完全 加 法 丽 数 与 正常 画 
数 两 概念 之 旧 有 次 接 的 关系 ,由 下 列 定 理 裘 示 出 来 。 

定理 ”在 蒜 集 合 休 T 上 定义 并 只 取 有 穷 值 的 丽 数 G(@) 是 加 
涉 的 与 正 党 的 之 必 焉 蕊 充分 采信 乃 是 志 是 尝 全 加 法 的 。 

由 其 法 性 可 知 , 如 果 4 忆 B, 旭 G(B 一 -4 一 G(B) 一 G(4)。 栅 
画 数 G(E) 是 加 蕉 的 与 正常 的 ;现在 走 明 宅 是 完 休 加 法 的 。 惟 如是 
可 数 无 穷 多 个 互 无 下 点 的 策 合 8, 之 和 tn=1, 2,…) 。 可 以 写成 

C= Et Et EG (FG)], 
而 由 于 这 务 数 的 加 法 性 ,可 知 | 
GO GE) + GS,) + s 
+G[S- (G+ +8,)]。 (53) 
但 一 ( 扣 +Bs+… 十 多 ,) 是 喜 序 询 。 由 等 式 (58) 取 极限 值 考 利 


， 与 青 作 4 的 过 过 天 i ! ii9 


下 还 常 穆 ,可 得 
GF)= Hn ! += Ss 


这 证 明子 GF(@) 是 完 休 印 法 的 。 湿 丰 反之 , 识 全 (5) 是 完全 加 法 
的 ,而 证 明 它 是 让 党 的 ， A 中 某 一 零 诈 列 。 须要 证 明 
We 因为 | 
= (8) ) +o, 
和 中 英 项 入 此 无 有点 ,所 以 由 于 人 4 分 的 加 法 性 ,得 
全 (和 个 一 CC 一 [一 全) 十 四 
十 0 一 天 ) + + 一 8,)]。 (564) 
男 一 方面 ,让 公式 


大 由 如 {的 完 态 节 法 性 可 知 
CED EGE Jin 3 G60), 
大 一 了 


与 54) 止 较 可 知 GE 一 0 天正 是 所 要 就 的 。 以 前 我 俩 售 扩 展 非 
鞭 的 ,加 法 的 ,下 党 的 区 渴 其 数 人 GF(4) 到 阴 体 Ze .上 去 ,而 如 此 得 出 
的 效 数 G(2) 是 完全 施法 的 。 可 以 证 胃 , 把 GC4) 扩展 到 Fe 上 去 
并 保存 完全 加 法 皖 的 划 他 方法 足 泊 用 的 。 

各 .与 坐标 办 的 选择 元 关 。” 共 玉 测度 之 与 华 标 轴 的 选择 无 
关 , 还 须 作 些 襄 明 。 初 始 丽 数 .Gi( 4) 足 定 义 于 各 边 玫 行 于 半 地 与 
工 韩 的 伯 开 短 形 之 上 。 

体 Li 包含 维 而 .上边 的 方向 为 任 访 的 年 开 短 形 ,因为 几 这 样 的 
和 矩 形 是 一 膨 逢 形 与 由 兹 两 过 及 三 顶点 所 组成 的 于 集合 的 差 , 特 别 ， 
两 数 4(G) 也 定义 于 各 边 村 行 于 另 一 币 - 卡 尔 华 标 系 衣 过 马 与 六 
的 一 切 牢 开 短 形 4', 作画 数 A 
的 。 如 果 取 新 坐标 种 区 与 了, 那 末 从 疯 数 GF(4) 出 发 ,可 与 以 前 
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一 样 地 把 它 扩 张 弹 某 一 体 Le .上 去 。 不 难 证 明 体 Lor 与 体 Le 重 
合 , 而 在 新 的 扩展 之 下 , 好 从 GC41) 出 发 , 所 得 对 于 一 切 区 疝 的 什 
GE) 与 从.G(4) 出 发 而 得 的 完 公 一样。 这 精 论 的 基础 在 于 下 而 
的 事实 : 即 几 开 和 集合 O 可 以 表示 成 互 无 公 点 的 区 锌 dy 之 和 , 也 可 ， 
以 吉成 互 无 仅 点 的 区 旧 44 之 利 ) 而 且 


G(O) = G4) = GD 


由 此 , 依 [35] 的 定理 4 直接 可 得 , 在 两 坐标 系 中 任意 集合 的 外 测 
产 是 相同 的 。 于 是 由 可 测 性 的 定义 可 知 在 两 坐标 系 中 可 测 集 合 是 
一 样 的 , 就 是 训 Ze 与 Zr 两 体 相 重 合 。 在 两 坐标 条 中 浏 度 的 相 
等 ,是 因为 焦 上 而 让 过 的 定理 ，G( 人 是 儿 复 盖 g 的 开 和 集合 测 诬 的 
下 确 界 。 再 注意 ,如 果 G(4) 是 矩形 4 的 平常 面积 ,也 就 是 勤 只 格 
测度 (4) , 闭 末 G(4) 也 是 小 的 面积 [比较 TL;93]。 

41. 体 B 以 前 全 指出 , 开 体 Lc 与 夯 数 G(4) 的 选 怪 有 关 。 
现在 指出 一 阴 体 , 其 中 的 梨 合 都 暗 于 性 意 并 体 Ls, 特别 也 己 于 
“了 之。 沽 赛 记 有 包括 一 切 天 区 闫 的 开 体 中， 作 儿 组 于 一 切 于 体 和 多 的 
各 食 的 艾 BB。 不 难看 出 集合 族 B 是 一 个 半 体 。 事 实 土 ,和 如果 全 与 
64 别 于 了 ,于 未 它们 也 暗 于 上 述 的 一 切 开 体 全 ,因此 其 盖 品 一 多 
稻 于 一 切 妆 ,从 而 也 裔 于 B。 同 理 可 证 明 开 体 定义 中 的 第 二 条 件 。 
如 此 阴 体 召 是 凡 包括 一 切 革 区 了 肢 的 于 体 之 公共 部 耸 。 这 闭 体 刀 显 
然 命 于 一 切 La 之 内 ,因为 Li 都 是 舍 一 急于 区 出 的 于 体 。 凡 开 梨 
合 都 可 以 改 示 成 可 数 无 益 多 个 天 区 间 之 和 ,这 在 [33] 中 已 看 到 , 因 
此 开 体 怠 包 含 一 切 开 和 集合。 凡 开 集合 也 都 是 某 一 开 拘 合 0 的 补 
和 集合, 从 而 是 全 平面 ( 开 第 合 ) 与 开 集 合 0 之 蔗 , 因此 体 BB 包 笑 一 
切 肝 集合 。 和 集合 体 昌 在 蔓 具 格 之 前 已 首先 为 法 国 数学 家 波 埃 勘 所 
考察 过 。 凡 租 于 体 B 的 策 合 咱 做 召 可 测 的 策 合 ,或 呀 做 依 波 寺 蔓 
可 测 的 集 食 。 
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| 体 五 也 可 以 用 另外 方式 定义 : 即 所 谓 和 集合 2 属于 体 ,是 指 
洗 订 以 由 了 区 半 多 使 用 下 刻 两 种 运算 有 和 穷 多 次 或 可 数 无 穷 多 次 而 
得 出 : 《1 ) 由 可 数 无 稚 多 址 有 和 劣 多 已 得 的 第 合作 和 ; ( 2 ) 由 可 数 
泡 劣 多 或 有 穷 多 已 得 的 集合 作 交 。 这 定义 还 须要 几 点 解释 , 现在 
我 们 暂 不 详 汗 。 我 们 也 不 去 证 盟 体 8B 的 新 定义 与 妥 定 义 央 值 。 在 
本 节 未 尾 且 证 明 两 个 简单 定理 。 
定理 1， 和 如果 是 Lo 中 的 任意 集合 , 那 末 必 存 在 两 个 焦 合 
人 及 这 两 集合 都 属于 体 BB (于 是 久 必 于 体 Lo) , 疗 用 
GCE GH) E06 (0), (56) 
我 们 知道 , 既然 集合 2 属于 Fo, 必 存 在 阴 和 集合 ,及 开 第 合 
0,, 满足 


PCECO GE P< < 


G(0,—4) < (56) 
集合 五 ,与 0, 属于 体 。 所 以 , 依 阅 体 的 定义 ,可 知 庄 集合 包 , 的 
和 与 诸 集 合 0, 的 交 都 属于 体 B: 

Fim DP; 6 10,, (57) 

注意 F.CECO,， 所 以 . 1CEGCEl。 此外， 一 C8- 而 

ECO 一 6, 所以 G(E -ED <， CCG2 一 宁 ) < 对 于 一 切 

n 都 成 立 。 但 左边 都 与 无 关 , 所 以 由 上 而 不 等 式 可 得 等 式 (53) ， 

而 定理 得 征 了 。 我 们 可 以 把 这 定理 陈述 如 下 :在 z 中 的 任 一 集合 
2 介 于 两 个 局 天 体 卫 霸 与 @ 有 相亲 测度 的 集合 之 出 。 

从 体 吾 中 可以 挑 出 一 些 我 们 以 后 将 用 到 的 集合 族 来 。 


定义 ” 集 食 叫做 9, 某 食 ,是 指 它 是 开 入 合 ,或 是 可 数 无 汰 
多 个 开 和 集合 的 变 。 
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普 先 注意 ,在 E33 中 已 全 提 及 ,可 数 无 穷 多 开 集 合 的 交 不 一 定 > 
是 开 集 合 。 由 Gs 集合 的 定义 直接 可 知 , 有 和 穷 多 或 可 数 无 穷 多 个 全 
策 合 的 交 仍 是 G 集合 ,现在 证 央 岂 也 区 间 4[e 和 w 二 esgsg 
是 全 集合。 事实 上 我 俩 可 以 把 它 珀 示 成 开 区 胸 4 人 (ge 一 加 <2< 
<5+8w; co 一 so<y<g 二 ah) 的 交 , 而 ss 是 趋向 于 堆 的 正 数 序列 。 
不 难 证 明 ;, 凡 于 集合 是 @ 集合 。 由 上 面 定理 的 证 明 直 接 可 得 下 面 
的 精 葵 : 

定理 2%， 凡 可 测 集 合 6 可 以 为 一 Gy 再 的 策 合 瑟 所 复 盖 , 并 
旦 五 满足 GE =G(G)。 

还 要 注意 , 如 果 2 居于 阴 区 阅 4 之 中 , 车 未 可 以 取 复 阑 集合 
豆 , 使 它 也 属于 4 之 中 。 事实 上 , 如 果 互 是 全 集合 , 而 瑟 复 盖 
,并 满足 条件 G( 人 ZI = GT) ， 那 炒 策 合 互 = 互 4 也 是 Gs 集合 ， 
井 复 盖 如 ,上 且 满足 条 件 48) 一 G(H') , 而 鼠 ' 也 包含 于 4 中 。 

各 . 一 个 变数 的 情形 ”测度 瀹 在 一 个 变数 的 情形 条 取 了 较 简 
音 的 形式 。 人 定 开 区 半 的 非 负 、 加 法 、 正 常 画 数 是 由 不 减 点 山 数 Ye) 


， 依 下 式 得 出 的 : 


G4) =-G (Ge, H) = yo- g(e+0)。 

由 这 砂 数 G(4) 出 发 ,如 以 上 一 样 , 可 以 作出 集 台 丽 数 G( 人 ,这 

” 两 数 对 于 一 切 必 于 Lo 的 集合 有 定义 。 如 果 2 是 局 于 La 的 集合 ， 

值 G(E) 叫做 gy(w) 在 集合 上 的 改 交 是 。 如 果 'g (8) 一 wm, 那 未 可 

-得 依 蔓 员 格 可 测 的 集合 , 而 且 G(B) 是 这 些 集合 的 推广 的 长 度 要 

念 。 如 果 g(%) 只 定义 于 划一 区 表 内 ， 嘟 未 它 可 以 推广 到 全 机 上 ， 
与 以 前 所 说 的 一 样 。 

用 新 变数 + 代 换 旧 严 数 : 

t=g(w), 《58) 

并 且 这 个 代 换 要 这 样 来 理解 :如 果 在 某 点 ” 处 ,三 数 g(x) 是 速 入 

的 , 那 末 相 应 侍 t 让 1 公式 (58) 定义 。 如 果 z 是 间断 点 , 那 末 
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值 * 与 变数 # 的 相应 于 区 交 fg(e 一 0) , gC% 十 0)] 相 对 应 。 和 如 此 次 
数 ” 的 征 开 区 间 (a, 5] 变 成 站 开 区 钥 (ga 十 0) ,9(5 十 90)] ,而 当 ， 
9 人 二 0) 一 g(e 十 9 时 上 面 舍 开 区 疝 变 成 一 点 。 如 果 e* 是 冯 朝 上 鞭 
集合 ,而 ae 是 轴 #1 上 相应 集合, 那 末 可 以 十 明 , 依 9(o) 作 的 am 外 测 
度 等 于 依 勤 具 格 的 e 外 测度 , 朗 是 依据 牛 开 区 疯长 度 概念 而 作 的 
et 外 测度 。 在 一 个 变数 情形 中 初等 局 形 是 有 盎 多 个 五 无 公 点 的 牢 
” 开 区 渴 之 和 , 面 引用 [3 外 中 的 定理 1, 不 难 赴 明 ,如 果 es 是 可 测 的 ， 
et 也 是 可 测 的 , 而 卫 显 然 6: 依 9(2) 的 测度 等 于 集合 e 的 勒 具 格 
测度 。 | 


$§ 2， 可 测 事 数 


和 49， 可 测 夯 数 的 定义 ”本 节 及 以 下 几 节 的 任务 是 作出 某 一 画 
数 类 , 埋 研 究 这 些 击 数 的 性 质 。 以 后 将 基于 这 类 画 数 而 下 积分 的 一 
般 定 义 。 在 叙述 中 将 入 作 为 测度 中 基础 的 别 数 G(4) 是 以 某 种 方 
式 固定 了 的 ,也 就 是 说 将 考察 革 一 确 完 体 Jo。 这 可 能 是 依 勘 员 阁 
可 测 的 集合 的 体 卫 。 合 在 可 测 集 合 上 葵 出 点 画 数 F(P) 来 , 开 波 
这 责 数 取 实 数值 。 这 些 值 可 能 是 有 益 的 ,也 可 能 是 无 穷 的 ,就 是 沈 
夯 数 F(B) 除 了 取 有 盎 值 外 也 可 以 取 值 十 co 及 一 coo。 现在 介绍 下 . 
面 的 记号 。 用 记号 &[Lf>a] 表 @ 中 满足 fCP) >a 的 一 切 点 了 
所 成 的 集合 。 同样 用 记号 [fo] 表 妈 中 满足 PCP) <e 的 一 
切 点 王 所 成 的 第 合 。 如 果 f(P) 与 9(P) 是 两 个 画 数 , 那 术 记号 
AE 一 四 表示 久 中 满 是 1P) ~9( 吾 的 一 切 点 已 所 成 的 众 合 。 
定义 、 心 义 于 可 测 集 食 仿 .上 的 轴 数 /(P) 贞 做 可 测 的 ;是 指导 
-上 任意 实数 a， 雍 集 合 
3[f>q]; SLf <al; Stf>al; Etf<a] (1) 
都 基 可 测 的 。 首 先 赴 明 下 面 定理 .~ 


124 弟 二 章 禹 合 夯 数 与 动员 格 积 分 


一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 . 


定理 I， 为 了 话 集 合 (1 ) 对 任意 的 a 可 测 , 只 须 其 中 一 个 梨 
合 是 对 任意 a 可 测 的 。 
集合 GT[f>>a] 与 6Ef<a] 是 相 补 的 集合 , 而 对 于 任意 的 4、 
其 中 一 个 的 可 测 性 与 另 一 个 的 可 测 性 是 同 效 的 。 同 理 (1 ) 中 第 三 
个 集合 的 可 测 性 与 第 四 个 的 可 测 性 是 同 效 的 。 现 在 芷 时 由 第 三 个 
集合 对 于 任意 a 的 可 测 性 可 挫 知 其 他 集合 的 可 测 性 。 事 实 上， 
由 第 三 个 集合 的 可 测 性 可 知 第 四 个 集合 的 可 测 性 。 逆 来 集合 6 
[f=a] 上 也 是 可 测 的 了 ,因为 它 可 以 表示 成 


E0f=a -4tf< 从 2[ 17>o 一 汪 ] 


这 是 因为 可 数 无 穷 多 可 测 集合 的 交 仍 是 可 测 的 。 最 后 ， dd 
的 可 训 性 可 以 由 下 三 公式 看 出 来 : 

SG{f>al=6[f>al +étf=0]。 
再 注意 ， 集合 [f= 十 0 与 集合 [f= 一 00] 可 以 表示 成 


GLf=+ oo]= KELf>]; 


SU- = I Sf<—n, . 


注意 只 须知 道 集 合 (1 ) 对 于 一 切 有 惠 数 4 可 测 就 是 以 推 知 它们 对 
于 一 切 a 值 可 测 。 事 实 上 任意 无 理 数 a 可 以 卖 示 成 有 理 数 w, 的 
. 减 序 列 , 而 8[f>>a] 的 可 测 性 可 由 下 面 式 式 得 几 : 
GEf>4]= 5 [fF>0,], 
现在 叙述 可 测 效 数 一 系 列 的 性 质 , 它 们 痢 可 以 由 上 面 的 定义 直接 
得 出 。 
定理 2. 如 遇 攻 丰 人 上 上 是 可 湖 的 ， 那 未 杰 襄 夺 红 的 任意 可 


Weta A Po 人 任 和 地 多 瑟瑟 交大 好 多 所 合 


ce 上 上 可 浏 ， RE ,小 末 这 轿 数 在 部 集合 6 的 和 
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依 上 也 是 可 测 的 。 
这 些 畦 座 可 由 下 面 内 式 看 出 : 
SE EEf>al 6; Gf>al= DEIf>al。 


定理 3， 和 如果 是 测度 为 零 的 集合 , 屠 末 任意 男 数 (了 P) 在 
尼 上 面 都 是 可 湖 的 。 

事实 上 ,对 于 任意 实数 a, 第 合 SEF 之 qj 是 5 的 部 分 ,而 后 者 是 
测度 为 雳 的 ,所 以 集合 8[7> a] 基 测 度 为 丑 的 ,从 而 卫 是 可 济 的 。 

训 六 殉 个 烽 炎 在 集 贸 4 ? 三 面 的 两 数 了 (P) 及 & 人) 双人 时代 在 
0 

定理 4， 如 果 f 了 (P) 与 g( 了 ) 是 在 可 测 侨 合 了 上 相抵 的 丽 数 ， 
而 其 中 一 个 是 可 测 的 , 那 来 另 一 个 也 是 可 测 的 。 

依 定 理 的 条 件 ,第 全 [ 隐 g] 一 4 是 测度 等 于 震 的 可 测 集 合 。 
在 可 淹 集 合 Z'=B8 一 4 上 f( 了 P=g(P)。 自 (也) 在 6 上 的 可 测 
性 可 知 f( 妃 在 8 上 可 测 , 因 此 9(P) 在 C'. 上 可 淹 。 在 集合 4. 上 
画 数 g(P) 依 定 理 3 是 可 测 的 。 如 此 全 定理 2, g(P) 在 噬 合 
8=2'+ A 上 上 足 可 浏 的 ,而 定理 得 鞍 。 

不 难 证 角 , 和 如果 广 与 q 相抵 ,而 所 与 gx 相抵, 那 未 记 十 fs 与 
十 gs 相 检 ,并且 户 fs 与 9193 相抵 ， 万 :fa 与 J1 02 相抵 ， 这 里 假 
优 上 述 的 运算 是 殉 通 有 意义 的 。 

如 果 两 个 过 炉 丽 数 在 某 一 区 疝 上 或 在 公平 而 上 傅 惑 只 格 测度 
是 相抵 的 , 那 示 不 难看 出 它们 在 一 切 点 处 有 相同 数值 。 事 实 上 ,如 
果 在 某 点 Po 处 fCPo) 一 9(Pu) > 0, 那 末 和 依 束 炽 画 数 的 定义 可 知 
这 不 等 式 在 Po 的 某 -- 足 名 小 的 8 邻 域 3 中 仍 有 效 , 井 且 m (3) >0， 
但 这 与 画 数 冲抵 性 的 定义 子 盾 了 。 

举 可 测 梦 数 的 稍 单 例子 。 融 f(P) 是 在 有 益 阴 区 是 4。 上 速 精 
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的 。 对 于 任意 a 考察 集合 LFF) >o]，, 并 省 明 它 是 阴 和 集合 。 由 
此 可 知 它 是 可 渊 的 ,于 是 7 疙 ZI) 是 速 炉 而 数 。 如 果 Ps(n 二 1,2,…) 
， 是 4 中 的 点 序列 ,而 其 极限 是 卫 , 并 有 f(Po) 之 g, 那 末 傅 速 纺 贾 
数 的 定义 , A(P) 之 a).: 于 是 得 证 集合 [LA(LP) oa] 是 阴 的 。 辐 理 
可 证 ,和 如果.f(P) 是 在 公 焉 面 上 连 炽 的, 那 末 它 是 可 测 的 。 素 实 上 ， 
和 如果 .4 是 任意 了 区 晤 ,性 末 上 而 已 好 让 明 4o[f(P) 之 al 是 可 测 
的 。 请 大 4e 时 极限 集合 仍 是 可 测 的 。 法 栖 限 集合 从 是 下 面 上 请 
足 f(P) 之 a 的 一 切 点 所 成 的 集合 。 

现在 发 fLP) 有 一 觅 断 点 Po。 抬 宕 用 一 开 区 间 4 序列 
n=， 2，…) 来 包括 ， 拭 使 这 序列 无 限 地 稿 于 Po 点。 站 4。 外 
F(P) 是 束 著 的， 而 在 4 之 外 凡 满 足 .FCP)3e 的 虑 五 所 成 的 集合 
% 是 责 的 。 合 吨 夫 大 用 第 合 o 不 乏 , 并 趋同 于 可 测 集 合 。。 如 果 
f(Po) 之 a, 还 须 把 Po 点 加 到 这 集合 中 ,于 是 得 凡 江 足 F(CP) >>e 的 
点 所 成 的 集合 ,而 依 上 而 的 推理 这 江 合 是 可 测 的 。 同 样 推理 可 用 于 
有 穷 多 个 卓 断 点 的 情形 上 , 序 具 有 有 旁 多 个 漳 断 点 的 丽 数 是 可 测 
的 。 : . 

现在 陈述 下 列 定理 而 不 加 证 有 晓 : 如 果 了 (P) 在 阴 区 更 de 上 只 
取 有 筋 值 , 而 其 淘 断 点 所 租 成 的 货 合 是 测度 为 零 的 ; 那 来 f(P) 在 
4 上 是 可 测 的 。 但 这 个 关于 可 测 性 的 条 件 只 是 充分 的 。 不 难 举 
出 一 例 来 , 使 集合 2 的 一 切 点 都 是 间断 点 ， 而 范 数 却 仍 是 可 测 
的 。 考察 丁 数 Fe)， 定 义 于 区 间 [0, 切 上 , 并 股 当 < 是 有 理 数 时 
f(zw) =0, 当 % 是 无 理 数 时 了 (2) =1。 取 莫 由 格 测度 ,就 是 全 Gd) 
至 区 天 长 度 。 依 这 测度 , 任意 点 的 测度 是 雾 。 区 出 [0, 必 中 的 有 
理 数 是 可 数 集合 ,而 由 于 测度 的 完全 加 法 性 ,有 理 点 所 成 的 集合 是 
”测度 为 零 的 。 责 数 f(z) 与 在 这 区 间 上 恒 等 于 工 的 画 数 只 在 有 理 
点 所 成 的 集合 上 相差 异 , 而 这 一 - 鳞 合 的 测度 是 零 , 所 以 Fo) 与 恒 
千 于 1 的 面 数 相抵 ,从 而 依 定 理 4, 所 2 是 可 测 的 ,不 难看 出 , 凡 区 
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赔 [0, 思 中 的 点 mm 都 是 画 数 f(z2) 的 膨 断 点 ,事实 上 ,在 zo 的 任意 
e 邻 域 沾 必 有 有 理 点 , 也 必 有 无 理 点 2, 这 就 是 说 在 "= oo 的 任意 
领域 中 醒 数 je) 也 到 值 0 又 取 值 1, 因此 vo 是 它 的 间断 点 。 在 
[4 中 将 襄 明 可 测 性 概念 与 速 粹 性 概念 的 更 深刻 的 哄 系 ， 

再 考察 所 大 在 可 测 策 合 上 片段 定 值 的 夯 数 , 就 是 在 如 上 只 取 
“有 穷 多 上 或 可 数 无 敌 多 不 同 数值 0.(% 一 1，2，…) 的 两 数 f(P)。 和 如 
朵 @ 表示 凡 满 足 f(P) =os 的 点 所 成 的 集合 ,而 6% 是 可 测 的 ,新 
末 依 可 测 性 的 定义 在 楼 可 知 片段 定 值 的 两 数 A(P) 在 上 是 可 测 
的 。 再 举 一 例 。 分 了 (P) 在 可 测 集 合 8 上 是 可 调 的 。 甬 它 在 补 集 
合 CE .上 等 于 需 。 如 距 得 的 新 面 数 在 2 与 08 .上 都 是 可 测 的 , 所 
以 依 定理 2 它 在 全 平面 于是 可 测 的 。 

再 考察 一 个 变数 的 情形 。 兮 9(2) 是 作为 测度 基础 的 不 减 醒 
数 , 而 (2) 是 可 测 夯 数 。 有 时 我 们 鹏 (2) 依 gz) 是 可 测 的 ,而 
如 果 2942) =8, 则 简单 地 说 fL%) 是 可 测 的 。. 

竹 . 可 测 画 数 的 性 质 ”再 叙 逃 一些 可 湖面 数 的 性 质 。 

定理 I， 如 染 了 (上) 是 可 测 古 数 , 亚 杰 上 KR ) | 是 机 而 烙 

这 业 葵 可 由 下 列 仅 式 得 出: 

SIIF|>0] =6[Ef>0]+6Ef<~a]。 

定理 2.， 如 果 了 (了 P) 是 可 测 两 数 ,而 s 是 有 和 劣 常数 ,并 旭光 0， 
“于 术 o 十 1 (了) 与 cf(P) 孝 是 可 测 画 数 。 

第 一 千 芥 可 以 由 下 列 到 式 看 出 : 

Cotf Pa =E[7(P)>a—d, 

而 第 二 二 疮 可 以 由 下 烈 公 式 看 出 : . - 

当 o>0 WN Etof(P)>a) =2| 六 CEP) > 壮 |， 


当 6<0N EP) >0 6| (7D) < 4], | 
定理 3， 各 果 了 (了) 与 g(P) 是 可 测 罗 数 , 那 志 集合 2 


>g] 是 可 测 的 。 
把 有 理 数 附 以 足 标 而 成 序列 : ri, ray …。 定 理 中 所 述 的 集合 
的 可 测 性 可 由 下 列 候 式 和 看 出 : 
Etf>g -Boi>niely<rd,。 
定理 4， 如果 了 (P) 与 9(P) 是 可 测 画 数 , 拭 且 尼 们 只 取 有 穷 
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值 , 屠 示 求 数 了 Jf 二 419; 与 ( 股 5 基 0) 基 可 测 的 。 
差 f 一 9g 的 可 测 性 可 以 出 候 式 
ELF-g>0l =Etf>at gl 
及 定理 2 及 3 得 出 。 和 的 可 测 性 可 以 南下 式 f+g 一 f 一 (一 g) 与 
定理 2( 取 o= 一 十 得 出 。 可 测 画 数 的 平方 . 疡 的 可 测 性 可 以 直 
接 由 眉 式 
SI[P> 四 =2Lp>Ac]+eEF< 一 wa] 
得 出 ,而 积 fg 的 可 测 性 可 以 由 公式 
= 地 [Cf+g)* 一 (Ff 9) 


得 出。 今 在 ?9 不 取 夫 值 的 条 件 下 证明 再 数 了 的 可 测 性 。 这 可 以 
由 下 列 公 式 得 出 : 

2[7> sj=étg>0] . 本 ( 当 a>0 时 )， 
<[ 了 >a 


> 们 ”( 当 &=0 时 )。 


一 好 [ tg>0] +6[9>+] ( 当 4a<0 村 )， 


最 后 由 下 式 二 ff 可 得 商 的 可 测 性 。 在 上 面 定理 中 假 兴 两 策 


数 了 CP) 及 yp) .A 终 皇 只 取 有 劣 值 是 役 重 要 的 。 在 相反 的 
情形 下 ,对 于 这 两 苏 数 记 施 的 运算 可 能 没有 意义 。 例 如 在 某 点 


Pp 


是 - 可 测 浮 效 的 幅 公 839 


We 


了 一 二 cc 而 9 一 -co ， 那 末 在 这 虚 处 和 十 就 没有 总 义 。 如 外 党 
有 这 种 施 于 f 与 9 上 的 运算 约 不 确定 性 , 那 末 了 志 可 以 分 .f(DP) 与 
9{ 卫 ) 取 无 穷 值 。 证 朋 下 列 定 理 做 例 。 : 

定理 上 58. 如果 f(D) 与 (PP) 是 可 测 黄 数 ， 并 能 取 有 益 位 或 全 
二 co: 那 术 两 数 十 9 是 可 测 的 。 

起 4 是 凡 注 足 (4) 一 十 oo 与 go 一 十 co 直至 少 一 式 的 点 
2 所 租 成 的 傈 合 。 依 了 与 9 的 可 湖 性 , 这 集合 是 可 淹 的 , 而 在 策 合 
上 和 jf+9 的 秆 是 常数 《+ ce)， 所 以 是 可 测 的 。 在 集合 人 = 
二 四 一 4 上 曾 数 了 与 9 都 取 有 旁 值 , 而 依 定 理 4, 和 f+9 在 人 .上 
是 可 油 的 。 国 此 它 在 = 售 十 4 上 是 可 测 的 ,于 是 定理 诗 明 了 。 

和 外， 可 济 画 数 的 极限 ”本 节 中 将 讨论 可 测 画 数 的 标 了 瞧 。 革 本 
的 蒜 打 乃 是 可 湖 范 数 的 榨 限 仍 是 可 测 丽 数 。 首 党 佣 各 关于 极限 构 
您 的 几 点 情况 。 发 有 实数 序列 


{1 Ca 让 33 “1 (2) 


其 中 的 数 可 能 有 等 于 +co 或 一 cc 的 。 用 表示 数 集合 [ewanti， 
~* 避 的 下 确 界 , 坟 心 示 亿 的 上 信 界 ,就 是 误 
Sn—=inffar, Gri, 3; 加 一 SP[ena Cutis ***]o ND) 
当 ? 增 大 时 ，-E 面 的 集合 变 小 ,所 以 % 不 减 , 各 不 载 。 和 如此, 当 3 
眼 地 增 大 % 时 , 童 韶 序列 s, 及 加 融 有 有 筋 或 无 劣 的 极限 : 
lim s; =S;  1n 页 一人， (4) 


而 个 军 讽 性, 可知 

S=gups; 全 一 if 如， 
并 由 sh 可 知 8 关税。 如 果 序 列 是 + ceo, 十 oo，…, 可 以 规定 尼 
的 标 也 等 于 十 c， 局 笠 序 殉 一 ce ,一 ce， … 的 极限 规定 等 于 一 一 co。 
数 S 时 做 序列 (2 ) 的 下 极限 , 数 卫 是 做 这 应 列 的 上 极限 。 wis 
中 一 个 辅助 定 埋 。 
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辅助 定理 序列 ' (2 ) 有 有 (有 物 才 ) 根 的 必要 是 开 的 和 
件 乃 是 驴 = 了 ,而 如 果 这 条 件 满 足 , 则 档 值 等 于 5。 
首先 直 明 充 女 性 。 如 暴 肖 六 3 、 齐 sssex 天 如， 而 如果 8 与 
的 柱 限 相 问 ,就 是 说 如 果 3 一 下， 那 未 4x5。 现 在 证 明 必 要 性 , 详 
序列 《2 )' 有 有 旁 梳 限 w。 当 % 是 够 大 时 一 切 数 m 都 包含 在 区 更 
(cc 一 s, 0 十 6) 之 中 , 这 里 的 。 坡 示 任 意 预 定 的 小 正 数 。 因此 当 m 
是 够 大 时 一 切 8。 及 机 也 都 包含 于 上 述 那 区 则 之 中 。 钙 然 6 是 任 
意 的 , 可 知 sao, 而 tr>0，, 就 是 脱 38= 人 =o。 序列 (3) 有 无 穷 
极限 的 情形 也 可 以 类 似 地 处 理 。 现 在 证 明 可 测 画 数 序列 的 某 些 性 
质 。 
定理 1、 如果 如 (PR) 是 可 测 两 数 序列 , 那 来 六 (已 在 集合 @ 
中 任意 点 己 的 什 的 上 "下 确 界 世 是 可 测 画 数 , 就 是 说 
9{P)=inf fA(P), v4(P)~supf,(P) 


现在 证 明 p(P) 是 可 测 落 数 以 示例 。 如 果 在 点 卫 处 p(P)<i6， 
那 末 至 少 有 一 个 f,(P) 逢 <&, 而 反之 如 果 至 少 有 一 个 丽 数 值 
fn(P) <a, 屠 末 op(BP)<a。 如 此 可 得 : 


E59(P)< 四 = DEEP) <a], 


由 些 , 依 醒 数 几 (P) 的 可 测 性 ,可 知 p(P) 是 可 测 的 。 
定理 2， 如 果 可 测 现 数 序列 f.(P) 在 集合 的 每 一 点 已 处 
是 音 届 二 大 的 (或 单 憾 芍 小 的 ) , 那 末 极 限 两 数 f(P) 也 是 可 测 的 。 
本 定理 由 前 一 定理 直接 可 以 推出 ; 因为 如 果 柄 数 序列 是 音 届 . 
培 大 的 , 它 的 极限 而 数 就 是 它 的 上 确 界 列 数 小 (P) , 而 如 果 画 数 序 
列 是 闪现 减 小 的 ， 它 的 柱 限 画 数 就 是 它 的 下 确 界 ?(F), 


~ de SR A dd NA a kL cg 


六 0 ) 旺 SCP) 与 上 栖 限 sR TP) 也 是 可 测 画 数 。 
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取 画 数 
ssl PY einfT fCP), UP 
bP) = supf fCP), frrs(L), oo 
依 定 理 1, 小 此 机 数 是 条 湖 的 。 放 数 LP 与 人 (了) 各 是 欠 裔 序列 
$s,( 卫 ) 与 刀 (的 极限 画 数 ,所 以 依 定 激 2, 洗 们 也 是 可 浏 陨 数 。 
定理 4， 如 果 fr(P) 中 可 浏 丙 数 序 刘 , 并且 下 序列 在 集合 5 
的 每 一 点 卫 处 收 全 ;于 炒 极 巾 两 数 了 LP) 是 可 测 的 。 
f( 也 的 可 测 性 可 以 由 定理 3 将 接 推出 ,因为 在 每 一 点 处 f( 了 P) 
与 有 (及 全 ( 刀 都 相等 。 这 定理 对 于 以 后 是 有 基本 重 虱 性 的 , 现 
在 稍 子 推广 如 下 。 
所 谓 某 基 性 扑 在 焦 合 上 殖 逼 成立, 是 出 除 掩 & 中 蘑 一 测 话 
为 恬 的 部 分 以 外 , 沈 帐 守 在 人 中 剩余 的 货 合 上 威 立 。 
定理 5， 和 加 果 户 (P) 直人 上 可 测 丽 数 的 序列 ,并 且 这 序列 在 
2 上 殖 直 收敛 , 亚 末 极限 订 数 7(P) 是 8 上 可 测 的 两 数 。 
注意 极限 夯 数 f(P) 可 能 在 柴 合 2 的 某 一 部 分 4 上 无 定义 ， 
而 4 的 测度 是 器 。 窑 4 .上 可 以 随意 定义 了 (P)。 序 列 户 (P) 在 可 
测 巢 合 一 2 一 4 的 一 切 点 处 都 收 仑 , 所 以 个 定理 4, FLP) 在 六 
上 是 可 滑 的 。 此 外 , 估 [43] 的 定理 3 它 家 4 上 也是 可 测 的 。 所 以 
f(P) 在 多 = 如 十 和 上 所 是 可 测 的 ,而 定理 证 明了 。 
现在 再 证 明 一 个 以 后 楼 用 到 的 定理 。 
定理 6、 柄 史 是 具有 有 盎 测 度 的 可 测 集 合 , fC) 是 在 如 上 
可 测 而 数 的 序列 , 而 这 些 画 数 在 上 丫 通 取 有 败 值 , 共 且 在 史上 
瑞 源 履 争 子 了 数 了 (也), 而 了 (了 ) 丰 仿 上 上 由 是 融 源 取 有 容 值 的 。 涡 
末 对 于 任意 预定 的 让 数 ,s， 凡 满足 不 等 式 1( 了 DP) 一 有 (P| 产 。 的 
用 6 表示 定理 中 所 说 的 集合 ,就 是 说 
GEE, 7CP) 一 疡 (P) > 本。 
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须要 证 明 ;, GL6,)0，、 取 使 7) 与 fn( 卫 ) 取 无 劣 值 的 一切 点 所 
成 的 集合 ,与 使 f,( 卫 ) 不 收 敏 于 f( 了 P) 的 一 切 点 所 成 的 集合 ; 
A=EEL FP)|= 40; 4 一 有 [六 (本 | = 二 2] 
. B=@{LfaP) 丰 =f P)], 
佐 定 理 的 条 件 , 这 些 集 合约 测度 者 是 才 。 它 们 的 和 集合 : 
0O=A4+ 5 4 十 卫 ， 


也 必 是 测度 为 雾 的 [36] , 印 GLO) 一 0。 如 果 Po 不 属于 O, 那 末 
(Po) 与 FE) 都 是 有 和 穷 值 ,而 产 (P-> (了 Po)。 取 集合 
BS SH= HB (7) 
序列 (mn 二 1 ,2,…) 是 具有 有 和 旁 测 庶 的 集合 的 不 溉 序 剂 ,因为 
的 测度 是 有 穷 的 ,又 因 8 是 RE; 的 极限 集合 ,所 以 
G(R,) G8), . .(8) 
现在 证 明 SCO, 就 是 证明: 如 果 Po 不 属于 口 , 那 末 Po 也 不 属于 
S。 事实 上 ,如果 Po 不 属于 O, 那 末 户 (Po) 与 A(Po) 是 有 劣 值 ， 
而 疡 (Pu 一 FCPo)，, 就 是 说 有 一 数 帮 存在 ,使 当 n> 交 时 |FCPo 一 
一 fn( 了 Po) | 过 8s。 由 此 可 知 当 w> 订 时 Po 不 属于 如 ,就 是 悦 Po 不 
遍 于 也 ,只 蛋 %>> 入 ,所 坟 PP 不 属于 。 因 此 SCO。 但 G0)=0; 
所 以 GC5) 一 0, 而 依 《8 )， 他 (Bo) 一 0。 但 令 公 式 (7 ) 的 第 -~- 式 ， 
CB, 所 以 GE%) 一 0, 这 正 是 所 吏 证 的 。 
法 ”注意 我 们 可 以 把 梨 合 0 归并 到 一 切 人 各 中 。 疡 然 
“G40) =0, 归并 之 后 仍 是 G()-*0， 得 在 梨 合 (& 一 他 的 一 . 辐 点 
处 不 等 式 |f(P) -CI1<e 能 满足 。 还 有 一 定理 ,说明 在 可 测 
画 效 的 情形 ， 酚 数 序列 的 收 敌 在 基本 第 合 弛 的 天 部 苍 上 是 到 处 -- 
殊 的 。 以 后 我 们 不 用 这 定理 ,所 以 只 把 洗 陈 述 如 下 : 
全 6 是 有 有 宠 测度 的 可 测 集 合 ，f,(P) 基 在 2 上 可 浏 画 数 的 
序 刻 , 这 些 西 禾 在 人 上 列 渗 取 有 惫 值 , 意 在 人 上 殖 通 收 化 于 画 数 


人 


艇 ， 间 然 宅 储 国 数 1489 


A ~ 下 ax 中 4 外 池 集 全 £) < 二 
” (PJ) Sf) ) 前 蚊 放 在 五 I :由 一 政 的 0。 


纤 ， 以 发 人 在 第 思 伦 中 洁 光 蔓 玉 格 名 积 亿 叶 信介 燥 本 
忆 证 明 玫 斤 仿 与 可 涡 酚 数 权 外 让 问 效 的 。 我 们 只 踪 : 运 相 有 的 千 开 ;但 在 这 


2 


了 家 谍 共 第 四 您 中 所 论 更 一 般 的 知 形 , 就 是 说 区 数 是 定 义 在 可 油 集 全 
之 [省 不 癌 让 有 界 的 。 凋 先 介 阅 儿 个 于 省 会 


定 尽 在 山 欣 合 五 上 的 两 数 了 () 叫做 在 演 集 合 中 的 Po 点 处 带 灶 1; 刁 指 
对 十 企 访 Bi 定 的 正 数 8 必 存 在 一 个 正 数 六 使 己 E 王 并 且 ER 点 的 了 等 破 旧 
UCDO 一 了 DP) sa。 两 效 ZP) 浊 做 在 前 短信 取款 个: 是 授 它 在 泛 拓 全 区 
簿 点 儿 带 粮 。 注 写 信 全 下 在 一 点 处 湿 令 性: :的 定义 , 任 喜 闸 数 在 仿 合 多 了 开 开 
-点 1 处 总 是 十 馈 的 ;所 庆 抽 六 点 Po 就 是 府 ' 马 有 一 - 邻 域 , 共 中 涂 Pa 外 不 乌 
含 六 和 。 上 面 的 方法 也 可 以 用 类 定义 不 一 定 是 闻 的 主意 集合 上 的 过 烤 贤 
数 。 导 介绍 一 个 新 三 个 ; 太 与 第 沁 窑 中 的 薄 带 纠 悍 概念 相应 。 

所 纤 定 义 于 可 油 集 仓 4 上 的 图 数 了 (7 在 这 休会 开 基 半 性 诈 
Gy 全 后 对 FE 这 党 所 定 的 正 数 e 必 在 在 一 个 骨 集 食 C6 Ce 湖人) 
及 27 在 好 [3 蚜 和 

竹 贤 5 与 可 泪 手 的 同 效 售 首 先 于 1913 年 为 院士 .FH. 簿 你 所 二 明 ; 今 
陈 汪 成 下 列 定 坦 : , 

定理 各 于 民 数 了 (了 ) 定义 了 定义 于 具有 有 兴 济 度 的 可 浏 集合 上: 曾 它 在 
上 缮 沽 职 丰 劣 使 , 那 末 这 熙 数 可 测 的 必 : 加 日 区 分 的 1 条 什 是 已 相 外， Ee :其 和 EE Lt 
vs 


oe 

知 ， 芝 段 定 值 画 数 “现在 冠 义 一 类 在 更 前 研究 中 概 有 用 的 二 
数 。 

定义 、 定 义 在 可 浏 集合 上 的 出 数 了 了) 遇 能 在 这 紧 全 上 站 
自 定 什 的 ,是 指 忆 突 人 上 只 到 有 鹤 多 或 可 煞 无 劣 多 个 不 同 数 佬 。 


® 滁 阁 注 ! 套 照 LH. 莫 游 检 ， 实 蛮 图 数论 ， 中 和 本, 售 因 高 。 喜 忆 巾 下 仪 
可 测 柴 合 。 广 依 [36] 的 定 湿 弄 , 不 准 用 一 含 于 也 中 的 阴 各 合 代 和 给 Z。 
. 四 樟 者 注 :参照 了 日. 那 涝 松 , 第 四 章 。 
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艇 Gb 一 1, 2 是 面 数 fo 在 如 上 所 取 的 让 不 同 估 ， 此 
中 可 能 有 十 oo 与 一 ce。 晴 然 器 数 可 天 购 必 要 于 来 分 玖 和 


pa bp ets Mp sap ee se 


A PU A UE Es 


测 的 [431。 我们 只 却 灾 可 测 的 片段 定 值 两 数 。 
介 才 一 新 服 仿 如下。 如果 2' 是 某 一 点 集合 , 那 末 所 良 这 集合 
的 特征 丽 数 or(P) 是 指定 义 于 全 平面 上 , 当 了 ECE' 时 等 于 1, 当 
已 EC 时 等 于 堆 的 夯 数 。 任何 片 段 定 值 放 数 7 是 特征 向 数 
的 线性 组 合 : 序 当 PEd 时 ， . 
7(P) 一 习 oror(P)。 (9) 
”显然 特征 丽 数 ww(P) 可 测 的 必要 且 充 芬 的 条 件 乃 是 好 是 可 
浏 集合 。 
更 在 考 明 几 可 测 面 数 训 以 下 做 是 片 股 定 值 效 数 的 梯 限 。 我 们 
限于 讲 答 非 负 的 西数 。 
定理 1 对 于 任 一 在 可 测 集 合 & 上 的 非 集 有 办 可 测 画 数 
7(P) 几 在 在 上 非 负 片段 定 值 画 数 的 增 序列 户 ( 已 ,每 个 六 (CP) 
只 没有 劣 多 不 网 值 ,并且 这 序列 在 奖 个 了 上 一 致 收 钱 于 责 数 
f(P), 
由 于 f(P) 是 有 界 的 , 必 有 一 正 数 工 , 使 0<f(P) < 五 对 于 任 
.一 了 EE 成立 。 把 区 出 [0, 如 用 点 
如 二 站 
芬 成 2* 笑 份 。 取 可 测 集 合 
| Gwe [EP) < GHD E 
而 定义 画 数 序列 ftP) 如 下 : 
f(D -hi GPE, (10) 
不 难看 出 序列 (了) 满足 定理 中 的 一 切 要 求 。 所 有 男 数 f,(P) 在 


yn 2°—1), 


ff. 证 和 守信 册 数 19¥5 


ie peg 


$ “只 取 有 稚 多 个 不 出 值 ， 由 只 进 独 % 二 工时 ,等 个 区 沿 


[8 C7) 


务 驶 两 个 
(22 a 9 (2 十 ]) 2 zr | 
及 [De Chr, 
而 和 伍 个 集合 5 分 成 两 个 集合 
SF ee 
户 (P) 在 整个 G8? 上 都 等 于 同 -- 数 厂 直 元 证:! 而 41 1 卫 ) 在 集合 
于 也 等 于 这 个 数 ,但 在 集合 必 呈 了 上 肥 综 于 


人 也 
玫 2 + gn 


一 


所 以 西数 序列 f,(P) 是 增 序 列 。 在 任意 集合 Lp 上 


族 (P)= 上 六 
而 hb 关 <f(P) < (4 也 
所 以 在 凡 属 于 名 的 点 已 处 ， 
0<f(P) -f(D) 4 


由 此 可 知 序列 如 (P) 在 人 上 一 致 收 敏 于 (TP)。 在 下 面 定理 中 将 
考察 人 二 二 村 下 的 情 玫 。 

定理 2， 届 了 CP) 是 集合 .上 非 信 、 可 测 放 出 的 而 数 ， 并 县 它 丰 多 
二 只 家 有 有 和 入， : 现 玉 必 在 从 序列 J 共 中 全 个 记 ( 中 是 CE 


° 


oT ER 


在 法 情 4 形 中 于 点 


m= Bl, 2 3) 
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把 无 穷 区 出 [0, + co) 分 威 部 分 。 完 义 全 全 ZiP= 人 外 - 吉 -<f(P) < 
二 二 | 及 而 数 
fi(P) 一 此 当 PEC 色 时 。 CD) 
与 在 上 面 定理 中 一 梯 , 可 以 语序 列 六 (CEB) 呈 是 定理 中 一 切 要 求 。 
在 画 数 fCP) 无 界 的 情形 下 画 数 户 (P) 可 以 取 可 数 无 委 多 个 不 同 
数值 。 各 果 放 碗 一 至 近似 的 了 要求 ,可 以 仍 印记 (2) 只 取 有 纹 多 个 
东周 盘 。 此 外 ,在 下 面 定 理 中 将 把 十 oo 也 筑 微 画 数 (了 P) 的 可 能 
人 条。 | 
定理 3， 对 于 几 术 可 测 货 售 今 上 的 非 急 可 测 丁 数 了 (了 ) 必 存 
站 培 序 刘 oo PP) ,其中 每 一 oo(P) 是 加 上 非 贫 片 眉 定 住 画 数 , 拭 
只 了 有 有 穷 多 个 不 同 的 有 汰 值 , 而 这 序 刘 在 8 的 经 点 处 改 钱 于 
”除了 在 上 面 完 理 所 用 的 集 台 6? 外 还 引入 集合 bo 一 GEFCP)= 
==- 十 co] , 并 定义 匡 数 序列 pn(P) 如下: | 
oa(P) 一 fn(P) 如 果 f.(P)<n， 
而 24.4 卫 一 %, 如 果 户 (四 >>n 或 PEGo。 不 难看 出 , 丙 数 oP) 满 . 
是 完 型 中 的 一 倪 条 件 。 以 后 常 了 使 用 上 面 的 定理 。 
48: 类 B 在 [4H 中 全 介绍 点 第 台 的 一 个 开 体 ,其 中 的 集合 
-属于 任意 的 某 合体 Zec。 同 蕉 可 以 作出 某 一 画 数 族 ,其 中 任意 西数 
、 对 于 任意 西 效 G(4) 的 选择 都 是 可 测 画 数 。 
定义 ”定义 于 B 可 测 的 集合 上 的 面 数 了 (P) 是 做 情 国 数 ， . 
”是 指 对 于 任意 实 就 a, 集合 
GUf20; CLF <al]; STF 0); GIFS0 
都 是 B 可 测 的 。 
-由 这 定义 直接 可 得 : 几 B 责 数 对 于 仔 洽 进 撑 的 G(4) 都 是 可 
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润 的 。 世 可 雇用 因 的 万 冻 定义 上 B 天数， 5 在 ga 中 定义 B 可 测 集 
合 时 完 丛 相似。 若 和 给 凡 呈 有 下 驳 两 性 损 的 - - 轨 可 能 的 夯 数 族 ; 第 
一 ,这 族 和 包含 一 切 在 了: 虐 这 第 的 疝 效 ,第 二 , 如果 这 放 包 含 画 数 序 
殉 户 CP) ， 丽 这 床 区 ?3F < 的 球 点 处 收 侣 ,， 纤 末 这 族 邮 包含 这 序列 
的 要 颂 西数 。 所 谓 B 男 数 句 ， 乃 是 属于 只 有 上 列 两 性 响 的 一 蔓 醒 
数 族 中 的 阔 数 族 。 我 们 现在 不 去 证 明 这 一 定义 与 凑 闸 惟 义 的 同 效 
性 。 
-现在 请 一 下 与 而 定义 相 联 系 的 一 些 刹 入 。 扩 速 国画 数 都 是 
BB 出 数 ,下 党 具 做 可 于 走 类 。 如 果 责 数 了 GBP) 是 在 4 下 每 点 收 赋 
的 带 纹 耐 数 奈 列 的 梳 限 、 而 画 数 也 ) 白 己 不 是 连续 而 数 ， 且 我 们 
说 醒 数 (DP) 局 第 一 类 。 及 第 一 类 中 的 醒 数 都 是 如 而 数 。 如 时 
丙 数 f(P) 是 在 加 上 到 处 收 敏 的 第 一 类 两 数 序 刻 的 秆 限 夯 数 ， 而 
丽 数 7(P) 本 身 不 是 第 一 -类 面 数 , 亚 末 我 人 设 这 画 数 大 症 ) 属于 第 
二 类 。 及 第 二 类 的 询 数 也 是 指数 。 这 种 作法 可 以 狗 结 。 如 果 
fn《P) 神 是 民 于 具有 有 和 尖 序 数 的 类 中 的 所 数 ,而 .六 PP) 是 达 面 数 谋 
更 方 ( 吾 的 标 隐 甸 数 : 并 由 画 数 大刀 并 不 属于 一 个 共有 有 人 尝 序数 
的 类 , 消 末 我 企 起 这 画 数 AP) 属于 县 有 超 稚 序 数 w 的 类 。 几 这 
类 的 菠 煌 生 花 了 集 数 。 再 进一步 可 以 定义 共有 起 穷 序 数 避 十 1 的 
类 , 余 类 推 。 由 下 议 方法 可 以 各 到 一 切 B 六 数 。 这 命题 的 证 明知 
用 关于 站 穷 数 的 种 充 识 明 , 激 个 不 学 立 诈 。 , 
本 以 东明 , 凡 术 BB 可 测 作 合 全 上 可 淹 的 两 数 了 必 在 这 和 扒 
食 上 与 菜 一 8 侧 数 9 (了 ) 相 抵 。 


33， 和 勒 只 和 格 积 


得 . 有 有 界 图 数 的 积分 现在 葵 有 界 瑟 数 积分 的 年 常 定 义 , 但 
这 时 基本 集合 的 分 制 法 态 是 分 成 神 称 可 能 的 可 滑 宇 合 , 着 将 新 晶 
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凡 可 测 j 有 界 画 数 是 可 积分 的 。 合 好 是 可 渊 集合, 它 的 淹 度 是 有 
沧 数 , 在 其 上 定义 一 个 有 界 的 点 两 数 (也, 就 是 褒 在 8 上， 
| 了 (DP) | 入 也， 其 中 工 是 某 一 正 数 。 把 6 分 虐 有 汶 多 个 也 无 人， 占 
的 可 测 部 分 集合 6 


F=- | Bi -{1) 
全 ms 及 了 Ls 是 了 (了 P) 在 Ci 上庄 信 的 下 确 界 与 上 确 界 。 作 六 常 的 
和 | 六 
smG(E); Sm MGOD, (2) 

其 中 5 疏 示 集合 6 的 分 割 (1 )。 和 与 Ss 对 于 一 切 秀 割 是 有 界 
”的 ,就 是 褒 , 1s| 及 |5,| 二 .GQ(9)。 合 纪 败 示 和 ss 的 上 确 界 ,了 起 
示 和 5 的 下 确 界 , 这 里 确 田 是 就 2 分 成 有 劣 多 个 可 测 集合 的 一 
切 可 能 和 分 制 法 而 取 的 。 

定义 ”如果 i 二 了 ， 我 们 组 个 设 下 (P) 是 是 在 G 上 依 GE) 可 积分 的 ，. 
而 襄 积 分 的 数值 等 于 玄 : 

: i-| f(P Ga0), 

如 此 定义 的 积分 时 做 勒 只 格 -斯 提 勒 杰 斯 积分 。 如 果 # 是 分 贡 
《1)， 而 3 是 革 另 一 个 分 制 


-六 C ， Ye (8) 
那 末 两 分 割 的 积 66 是 指 由 一 切 部 分 集合 肥 肛 所 粗 碟 的 分 宕 。 
这 些 部 分 集合 显然 互 无 公 点 。 其 中 可 能 有 儿 个 是 空 的 。 分 制 (3 ) 
下 做 分 籍 61 ) 的 后 缕 , 是 指 凡 集合 员 是 某 一 个 @; 的 部 分 。 
除 控 ( 2 ) 中 雍和 和 外 ,也 与 玖 斯 渤 勒 杰 基 积分 时 一 样 ， 作 和 


wm 六 JPOGCO， (4) 
其 中 Pi 表 6 中 某 一 点 。 凡 在 [9] 中 龄 及 ss 5， oo) 与 - 工 的 各 
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依然 有 效 。 
现在 对 于 任意 一 个 在 仿 上 可 测 而 有 有 界 的 次 数 了 (P) 指出 一 分 
项 的 序列 ,使 5 一 8y-30, 而 使 cs 有 确定 的 极限 。 由 此 可 知 了 CPP) 
依 G(@) 的 积分 存在 , 疾 且 ss, Se 与 -as 对 于 这 一 分 割 序 列 收 敌 
于 ?[3]。 
合 有 界 丁 数 了 (PP) 定义 于 如 上 ,并 在 人 .上 可 测 ; 而 名 与 际 官 
事 f(P) 站 人 .上 请 值 的 下 人 铺 界 与 上 确 界 。 把 画 数 得 的 变化 区 因 
[mr, MI 分 割 碾 部 分 区 阅 , 佑 其 分 割 点 为 包 : 
m= JY, (5) 
而 合 7 表示 庶 芝 一 Yr-z 中 的 最 大 者 。 作 分 割 6, 把 集合 秀成 可 
测 部 从 集合 Ex, 其 定义 如 下 : | 
G1 =$ Ey SFP) Sl; 人 一 号 [yes 和 办 (6) 
(而 一 2 83, nN), 
由 和 集合 人 i: 的 这 个 定义 直接 可 知 扩 - 二 rz 而 型 大 名， 从 而 


Dye CD Su 5 Dg, (7) 
%=1 天 一 a 


所 以 
Sw GE) ssTs > 29(C。 (8 
考察 上 面 两 缮 和 的 差 值 > 
EAC 


= GF, (9) 
注意 级 一 V1<9， 双 因 为 GC6) 是 加 法 男 数 ,可 得 
0 去 3 GG) — p> yaG (ER) SHG , (10) 


如 此 当 9->0 时 -上 而 的 产值 趋 税 于 车。 由 此 ,着 优 (7) 及 (8 ) 可 知 
i 一 了 , 而 5， 一 8>0。 分 基本 集合 成 部 份 集合 Gx 的 分 割 法 (6) 
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中 人 勒 员 烙 分 着 法 。 这 分 闭 是 由 可 济 而 数 了 (CP) 值 的 区 浊 [m1 
的 分 宕 (5 ) 所 定义 前 。 ee do de 
中 的 和 时 做 秆 有 具 烙 和 。 由 上 贡 所 诉 的 可 得 下 面 的 其 本 定 
基本 定理 让 人 是 可 测 依 合 , 客 的 测度 有 劣 。 定 ee 8 上 的 
有 内 可 测 丙 数 (了) 必 在 全 可 积分 ， 而 当 无 | 无 隐 地 四 分 可 测 隐 数 
天 总 的 区 油 [m2,2 所 分 成 的 部 分 时 ,无 区 香 检 地 选 这 匣 点 Di 全 
勒 只 覆 分 嘎 法 质 作 交 勒 具 格 和 或 和 os 的 极 梁 必 等 于 积分 值 。 
注意 ,如 所 知 ,对 于 基本 完 理 中 所 进 瑟 分 割 的 任 太后 后 分 制 ， 
和 crs 相同 的 极限 . 盘 此 , 积分 解 然 可 六 做 为 和 os 的 三 限 而 定 
义 : 与 平常 一 们 , 那 未 已 必 保持 黎 总 及 古 下 的 斯 提 草 杰 括 积分 的 下 
党 性质 。 下 节 中 再 诈 明 这 些 性 质 。 
上 面 所 作 的 积分 便 对 做 勒 只 格 -- 斯 提 蔓 杰 斯 积分 。 在 特殊 情形 
下 , 取 G(4) 为 区 疝 4 的 面积 ， 1 区 上 画 所 作 的 积分 乔 称 做 翘 具 桂 和 
分 0 
以 前 全 指出 , 凡 只 只 有 有 雳 攻 疫 断 点 的 有 界 画 数 午 是 可 测 
. 的 。 仿 .7jP) 者 定 义 在 负 的 有 穷 区 留 4 上 的 一 个 这 样 的 面 数 。 我 
便 知 道 这 样 的 画 数 在 区 间 4 上 号 依 黎 曼 可 积分 的 阮 然 是 有 界 
的 可 测 曾 数 , 它 依 勒 只 格 也 是 可 积分 的 。 现 在 趟 明 它 的 勒 只 格 积 
分 与 黎 包 积分 视 同 。 事实 上 ,为 了 得 勒 具 格 积分 ,只 须 取 区 间 4 分 
制 底 可 测 集 合 的 耸 制 法 序列 ,使 对 于 这 序列 和 ( 生 ) 有 侈 定 的 极限 ， 
这 标 限 值 印 惑 其 客 积 分 的 值 ,但 诈 然 纱 画 数 傅 黎 曼 是 可 积分 的 , 屠 
来 分 着 4 成 部 分区 涯 ， 工 无 限 地 四 分 这 些 卷 分 区 则 时 ,各 《4) 也 
有 确定 的 极限 值 , 而 这 极限 值 就 是 袭 曼 积分 。 由 此 可 以 看 出 黎 曼 
积分 及 勒 只 格 积 苍 在 这 情形 中 相合 。 
勒 只 格 售 妹 明 ,， 获 曼 积分 在 区 届 4 上 存在 的 必 发 儿 充 分 鸭 第 
件 万 是 :7CP) 是 有 界 的 ,而 宪 的 间断 点 的 集合 的 部 只 千 没 度 存在 ， 
芬 等 于 零 [比较 10]。 以 前 全 证 明 , 这 样 的 丽 铬 是 依 勒 只 烙 可 测 
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约 。 与 直面 完 不 -- 科 可 以 证 明 勤 刁 烙 各 分 与 繁 积 苑 重合。 如 
下 , 比 在 有 为 的 半 区 内 -公称 皮 《 依 正常 的 意义 ) 再 积分 的 展 效 扰 
才 具 格 也 必 可 积 从 ,而 蒜 只 格 积 分 与 紧 品 各 分 重合 。 

各 ， 积 分 的 性 余 ” 现 在 叙述 勤 内 格 -斯 担 吕 杰 捧 积分 的 基本 
性 蛙 。 在 下 面 的 完 理 中 都 访 生 是 测度 有 穷 的 可 测 集 合 
IT 如 时 6 荐 常数 , 那 林 


下 ceG(dO 一 oGHE) 。 C11) 


因为 对 性 意 的 分 害 5， 和 8 与 5 都 等 于 cGG2 ) ,由 此 可 得 (J1) 
£31。 
2， 如 内 如 暴力 ( 忆 ) ， 及 PCP) 在 人 上 有 异 共 可 湖 ， 对 未 


| EP) +PCP1G(ee) = 


-| PCPDG(E)+| FP GS), a9) 

分 用 起 才 两 苍 制 序列 ,使 对 于 璀 数 户 P) 所 作 的 04 的 权限 
等 于 户 (P) 的 积分 ,对 fs(P) 作 的 cu 的 杠 限 等 于 js(P) 的 积分 ， 
对 于 轨 割 训 二 6,8, 就 及 (CP) 及 户 (P) 所 作 的 各 和 our 的 村 限 各 
和 于 相 永光 积分 ,而 (可 字 交 和 的 村 了 的 守 弄 得 出 。 下 而 我 人 

将 伐 定 画 数 可 测 、 有 界 而 不 特别 就 明 。 
3. {| ofpG0) = 局 opPP)GG2)。 9) 


把 常数 因子 从 积分 号 下 移出 来 的 可 能 性 蚌 由 于 这 种 常数 因子 可 以 
从 各 aw 中 提出 。 娃 外 ,还 租 应 用 儿 次 性 寅 2 。 : 
4 如 果 了 (也 ) 守 0 0 在 世上 成 普 ; 壮 未 


{7 (P60) >0, (14) 


因为 所 有 和 es 是非 外 的 。 
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5， 如 果 广 (让 宇 fz( 书 ， 那 末 


| medae> | PCP)GCtE)。 G5) ， 
只 须 把 4 应 用 到 其 户 (P) -fs(P) 上 去 ;并 成 用 3 即 可 。 
6. ||| 76 |, CDiIGGee)。 (16) 
证 明 时 只 须 就 了 与 fi 及 分 逢 (6 )， 对 和 cs 作 相 央 的 不 等 式 即 ， 
可 。 
7 因果 在 上 a 了 (PS5 那 末 
oaG(Os | FLPGLdE <8G(OD)。 C17) 、 
这 可 以 直接 由 5 发 得 出 。 | 
8. 如 果 [fA -小 订 如 
证 FPG (OS) |=ze(a。 (18) 


因为 由 所 和 糊 条 代 ， 一 厂 < 了 (PP) < 十 工 ， 而 不 等 式 (18) 不 过 是 性 时 
7 的 推荐 而 已 。 
9. 如果 6= 信 十 0， 而 信 与 61 可 测 托 无 下 点 , 那 末 
fae)-— fs G8) +), FP)G(06), (19; 


证 明 时 , 只 须 到 集合 6' 及 iv 的 下 苦 ( 8 ) , 才 对 这 些 分割 分别 人 
os 而 取 其 和 。 这 和 和 一定 有 确定 的 榜 限 ,而 公式 (19) 证 明了 。 
10、 如果 分 割 眠 有 穷 多 或 可 数 无 穷 多 可 测 集 合 5:， 那 末 


| 7PGGO = fpale), 20) 


如 内 汪 入 眠 有 和 穷 多 项 , 即 苦 论 可 以 让 所 由 性 质 9 得 出 。 考 察 
集合 有 可 数 无 穷 多 的 情形 。 合 | JP) SIL。 我 全 可 以 扎 成 


Eist tO 而 R(T 二 …+6,) 显然 - 


如 .了 积 牙 的 性 里 1 了 执 
是 集合 的 考 序 型， 所 以 G(B)->0[371。 应 用 有 穷 多 分 制 项 的 相 
应 性 质 可 得 
| .7CP)Gdae) 一 | CP)G (RE) 十 | GaAs) (21) 
对 于 最 后 积分 ,可 得 估 什 
-If fiP)G08) |<1G(R), 
而 由 于 全 (BB) 一 0, 当 取 极 距 时 (21) 式 变 戌 了 (20)。 我 俏 刚 证 完 
的 性 质 通 常 叫做 积分 的 完 休 加 法 性 。 
如果 序 刘 eu 中 的 各 集合 部 忆 于 GE， 划 有 考 贤 Ge 一 0. 
午 末 


| 了 (P)GHdeG)-->0。 (22) 
这 性 蛙 可 以 由 下 面 不 等 式 得 出 : 
| 7Pedee | szeteo。 

这 性 质 通 常 叶 傣 积分 的 起 对 速 燥 性 。 

12， 如 果 是 测度 为 游 的 集合 ， 就 是 褒 如 果 QE) 一 0 那 来 
对 于 任意 一 个 在 6 上 有 界 的 训 数 了 (P)， 

|,fP aa) =0, 

依 H43] 西数 .了 CP) 是 可 测 的 ,而 对 于 任意 的 分 制 法 , 和 & 与 者 


等 于 圭 。 
13. 如 果 7(P) 与 giP) 在 6 上 是 相抵 的 , 革 来 : 


| rmelo= ope 8) 


.全 4 宕 台中 几 了 x9 的 一 切 点 所 租 成 的 集合 。 依 条 件 , 这 集合 的 
测度 等 于 圭 。 在 集合 Bl = 如 一 4 上 西数 f(P) 与 g(P) 相等 。 所 
以 得 
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fs eae =- 人 s(P'G(dS) =0; 
| .APG = | glP)G (a8), 
于 Ea 
丽 加 两 式 哥 得 (23)。 
14， 如果 在 4.XCP)Z0 而 
|,f(P)G(a8) -0， (24) 
兰 六 /( 了 P) 与 委 相 抵 。 我 何 只 须 证 明和 集合 [> 人 1 的 测度 等 于 
容 。 这 焦 合 可 以 表示 永和 的 形式 ; 
4[f>0= oe[f>+]， 
而 如 果 答 的 浏 产 足 正 的 , 戏 末 右边 和 中 泪 少 必 有 一 项 的 测度 是 亚 
的 。 二 如 纹 及 = [7> 寺 ] 的 测度 是 下 的。 把 积分 分 成 两 项 : 


ff Peas -| Ke +, FP)G GS) C00) 


由 于 了 3-0, 筑 - :项 是 非 负 的 。 在 你 合 上 了 ~ 直 ， 所 以 第 一 项 
4( 习 ， 各 下， 荆 然 (8) >0， 仅 式 (25) 左边 是 正 的 ,而 与 
(24) 部 突 了 。 - | 

15. 如 果 放 (了 是 人 上 可 测 因数 的 床 允 ， 到 在 罗 , 就 
ee a Te ee 

im| fl PIG(IE) = | PG(AEY, ， (26) 

称 限 泛 数 AP) 在 4 上 玫 涡 满足 不 等 式 | 了 P) | 所 I，。 必 要 时 可 
以 换 碟 一 个 要 括 出 数 , 以 使 上 面 不 等 式 在 8 上 到 处 成 立 。 有 界 的 
订 测 隔 数 了 (P) 在 号 上 的 积分 存在 。 作 六 六 (PP) fF) 的 积分 ， 
震 引 用 性 实 6, 可 得 


B0， 关 下 的 性 司 区 


| 
| CPD- Ge | FP GS). (27) 
1e 


访 8 是 预 证 胎 王 数 , 面 人 是 中肯 满 是 f(D) 一 fAPY 8 的 
点 的 你 合 。 俯 [4 四 的 定理 6, G4 ->0。 和 集合 作 一 上 不 颖 
式 1 了 (让 一 /CP) ,is 成 羡 。 册 外 ,在 人 中 杆 意 点 了 处 

PY -FAP FDI+ fCP) | 2F, 
在 届 站 上 记 可 边 的 积分 分 凡 贡 全: 


|, FP OE = [ [FPAP) GD + 


i 


+ AP APG), 
Fe 
出 此 , 依 上 重 所 证 的 :可 得 
| | [FP) ~ fal P) GE) 2LG (EN + eG (ES.-#), 
堵 跑 更 加 有 
| FCO FD) 人 (er LG ) eG (EY), 


由 GG)-0 诉 知 在 窒 一 数 主 , 合 GD 过 对 所 有 六 成立: 
如 此 区 


AN 


1 (fF(P)— -1 (P) IGE) < [FLG(]s 当 n 之 末 时 万 并。 上线 
较 (27) 可 得 
J 0 PD GS) |< 
12L4G(6)1s 当 n> 和 时 成 并 ， ; 
而 由 此 ， 钙 然 8 是 任 写 的 ,可 得 (26)。 注 意 在 证 明 (26) 时 只 短 假 瞪 


[fn(P)| 志 工 在 2 上 和 范 表 成 立 。 必 要 时 次 成 相 拭 匣 数 , 可 使 上 而 
不 等 式 在 & 上 到 处 成 立 。 上 六 性质 说 明 只 要 在 全 f.(P) 梓 经 对 
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值 与 标号 多 无 关 地 有 办 这 -个 想法 之 下 ， 就 可 以 在 积分 号 下 取 村 
殷 值 。 对 于 斯 提 勤 太 匠 积分 有 一 相合 性 损 , 在 全 11 已 证 明了 。 实 
际 上 将 个 唾 质 只 是 现在 证 明 的 定理 的 系 ， 办 为 在 速 续 画 数 六 (PP) 
及 FLP) 的 情形 下 各 只 格 -斯 提 惑 态 斯 积分 变 成 斯 提 蔓 杰 斯 积分 。 
16， 如 如 在 集合 5 .上 <F(P)< 了 ， 那 未 西数 
yD =48tm< fF(P) <Y)) 
是 % 的 油画 数 :而 勒 只 恪 -项 提 蝇 术 斯 积分 焦 下 式 变 成 斯 提 勤 杰 斯 
积分 : 


| roPDedee) = fy ar. (28) 
旗 盟 时 只 级 注意 各 只 格 和 人 8 ) 在 此 时 正 是 (28) 右边 斯 提 动 杰 斯 积 
分 的 和 ass 与 9。 - 
对 于 半 具 和 积分 的 情形 , 就 是 股 在 BC4) 是 区 史 面 积 的 情形 
下 , 积 轨 通 常 表 示威 下 面 的 方式 : 


fre, Wdedy, 


检 一 六 与 三 粮 室 间 的 情形 中 也 用 相似 的 方式 汪 示 蔓 员 格 积 入: 
| flare, fe, y, dadyas, 


51. 无 界 非 鳞 钞 数 的 积 妇 ”现在 就 /(P) 是 在 测度 有 和 劣 的 可 
测 集 合 史上 非 负 负 无 界 的 可 测 画 数 的 愤 形 来 定义 积分 。 在 这 情形 下 
不 把 8 分成 有 淄 多 , 面 分 成 可 数 光 旁 多 个 可 测 部 分 集合 加。 其 
余 和 就 有 界 画 数 的 情形 作 积 分 相同 。 合 有 分 解 8,: 
3= 习 2 - (29) ” 
作 与 它 相 应 的 和 8 与 5,: 
B= Pm CC) 3 Se= SDMA), (30) 


在 这 情形 中 将 出 现 非 负 项 的 无 筋 圾 数 ,而 数 mw 与 Ms 可 以 发 散 


51. 光 界 养 因 醉 数 的 容 分 0 


Tr or 


Ca: 如 果 有 某 项 G4)=0， 那 未 相应 项 可 | 以 筑 从 做 等 于 堆 ， 印 
使 是 第 -因子 mx 与 3 是 二 ce 也 和 如此, (50) 中 的 贡 数 和 不 因 其 
各 项 次 序 之 政变 丽 改变 [4 48 再 注 党 ;如果 取 有 并 分 荐 5, 斯 末 
在 入; 中 弃 少 有 一 个 开 : 等 于 十 sc， 因为 1(P) 其 无 界 的 。 则 
5 与 三 ;也 可 能 尿 无 穷 值 。 这 两 自前 画 寺 论 过 的 有 和 劣 和 ss 与 8。 
有 问 样 性 寻 。 与 以 前 一 种 合 5 表示 5 的 上 确 界 : 了 表示 Ss 的 下 
确 界 。 这 些 数 可 能 获 散 而 研 为 ce。 与 有 办 西数 的 畏 形 一 祥 
可 以 诈 明 ?= 抱 集 合 仿 分 着 如 下 : 曾 污 取出 凡 6 中 满足 
f( 刀 = 十 o 的 点 了 所 成 的 集合 So “如 果 这 集合 存在 ) ,把 简 下 来 
的 集合 使 下 逮 方式 分 割 成 集合 和 把 区 泗 [0, 十 00) 分 成 部 分 
O00< ~Y1 <ys 达 … ,振作 集合 、 了 

GE 一 中 Fas ps 的] = [yr < fy o (31) 
显然 rz 六 信用 及 而 


(Choo) GED + By GO) assSos (ec)G(EO + 
十 3 YG (ER) , | (32) 
A 
(HO GE + DynsG CD sisTS(+eo)G(Eo) + 
市 SG(e Pb | (38) 


和 如果 C60)>0， 逆 未 显然 5 二 了 二 十 wo。 现 在 谨 G(Cw =0。 如 
此 出 不 等 式 (39) 与 (83) 变 恢 下 列 形式 : 


总 和 GD Es Ss pad (cx (34) 


i 去 > (ED), (841) 
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项 区 [0， 十 oo) 的 分 割 使 赦 莽 信 CW — ye-1) 有 和 界 (=1, 
一 )。 全 表示 其 上 确 界 。 注 意 办 st 十 9 可 得 


SED Dade +IG(。 (90) 


出 站 震 禄 证 得 , 如 果 对 于 基 分 汕 其 7 有 穷 , 而 (344) 在 边 的 和 等 于 
”十 co 闭 采 可 知 左 授 的 和 也是 十 co。 如 由 ,信介 4) ,$= 了 二 十 co。 
及 之 , 妇 果 工 = 二 co， 划 依 :5384 (35) 左边 的 和 是 十 ce， 村 且 无 
验 取 任意 共有 有 和 卿 9 的 分 类 前 都 如 此 , 国 此 (35) 右边 的 各 了 世 绊 于 
十 ce， 而 打 (341) 4 一 十 co。 由 些 ， 依 (34) ;如 时 对 于 某 一 具有 有 穷 
7 的 分 期 租 5; 答 于 十 0, 那 末 5 等 于 oc, 而 此 时 5 与 Rs 对 
手 任 辣 其 有 有 穷 的 分 基 都 竺 于 二 co。 在 这 情形 下 ?= 工 一 十 co。 
在 和 有 穷 的 情形 中 ,与 在 [49j 中 一 痒 ， 


0< 9 — Dy) Sn , 


而 当 w->0 时 上 面 的 盖 趋 向 于 震 , 由 此 可 得 一 J。 从 而 当 >0 时 
两 勒 员 怡 和 (84) 及 5 与 5, 都 趋向 于 积分 信 。 而 对 于 从 上 e 中 任 
意 择 出 的 Pi 点 ,和 

or FPY) GG) | (86) 
也 赵 于 同一 极限 值 。 在 i= 了 = 十 co 的 情形 中 和 (36) 显然 等 于 
十 co。 和 如果 sa 与 Sa 及 cu 趋向 于 积分 值 (在 积分 有 盎 的 情形 )， 
在 矿 6% 守 6,, 著 未 可 知 sy， Sa， aa 也 趋 向 于 这 积分 值 。 

[49] 中 的 基本 定理 可 以 毫 无 改变 地 适用 于 无 界 非 旬 的 可 测 茵 
数 的 情形 。 特 别 重 要 的 情形 力 是 积分 值 有 穷 的 情形 。 在 这 馆 形 下 
画 数 A(P) 对 做 在 集合 了 上 可 和 的 。 由 上 面 所 府 的 可 以 直接 得 
知 , 丙 数 可 和 的 必要 条 件 是 系 售 So=S7= 上 col 的 测度 签 于 
a | 


无 界 非 鳞 可 后 测 本 数 的 积分 的 另 一 定义， 这 定义 与 上 面 
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” 记 汰 的 同 效 。 用 [fC]s 以 示 依 下 出 方式 定 网- 下 者 界 撕 名 总 
讽 煞 : 四 

当 | fA): on AD gr 
ys tr 
这 两 数 的 可 j 人 人 NYE] =S La], 
洒 g> 畏 时 ALTLfjs>4l=4 天 出，4 在 这 里 表示 空 华 合 。 作 羽 
分 


=], Lf1,G (409), . (88) 


当 育 填 加 时 这 积分 值 增 加 , 而 这 章 竟 序列 的 栋 芽 (有 有 守 泪 无 完 } 
咀 做 了 PP) 的 积分 氏 。 现 在 证 当 法 积 公 的 新 窒 义 与 前 旧 扎 0 Ep 
效 。 首 先 误 满 吓 了 (P) = 十 2o 的 所 有 虚 所 和 钥 碾 的 集 信 60 中 测度 为 
各 的 。 积 分 (38) 的 值 等 二 而 数 [ 髓 y 的 和 3 的.F 限 入。 芝 芒 家 
都 二 对 了 作 的 相应 和 s, 因 趾 所 我 们 天机 证 明 当 入 一 十 co 
峙 哩 铀 变数 去 的 极限 是 吉 用 归 冲 法 证 明 。 今 么 -> (从 而 
必 是 有 穷 的 ) 。 我 全 可 以 对 .AP 作 和 5%， 使 5 之 必 。 放 这 和 中 太 
忆 有 沱 多 项 ,使 所 得 的 有 和 穷 和 $$ 仍 半 训 : 

=P mE) > (9 
这 和 是 有 劣 的 ,而 包括 去 控 上 流 雍 项 后 所 尔 一 加 项 ,和 - 导 上 的 搬 访 
到 示 去 掉 痢 此 项。 如果 mx 一 十 co 那 末 AP)= 十 吕 在 (名 的 
一 急 点 处 虱 万 站; 所 以 Cx， 因此 GE =0, 办 为 起 所 说 
Go =0。， 依 以 前 质 说， 上 远 和 中 与 这 相应 的 责 答 于 沉 , 所 以 可 
以 不 必 写 出 它 来 。 如 此 ,可 以 禹 在 程 () 的 一 切 项 中 wx 部 足 有 党 
的 。 对 荆 丹 * 作 入 类 的 和 : 

$m BGS) ,nfmint[f]y, 在 dE) 
如 果 数 本 大 于 切 岂 更 -下 (中 的 数 mr (这 些 数 是 有 和 劣 的 )， 

那 末 mY 区 ”一 区 > 个。 于 是 是 对 于 [fjx 所 作 的 整个 和 中” 
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更 大 于 于 也 所 以 让 一 Sup 52 让， 但 这 与 和 增 大 而 趋向 于 也 相 冲 
突 。 如 此 名 一 2 而 第 和 二 定义 中 的 积分 值 与 第 一 完 义 中 者 相等 。 

如 果 如 (BE6) 守 0, 于 末 在 第 -定义 中 积分 值 符 于 十 co。 现 在 
证明 在 第 二 定义 中 积分 也 等 于 十 co。 注 意 画 数 【 放 x 是 非 负 的 ， 
可 知 | 、 


| 0 >G(dg)>| LGA) =- NG， | 


因为 依 定 义 [有 ]y= 在 加 的 一 切 点 处 厂址 。 由 不 疑 式 训 实 
> 六 G(Co) 直接 可 得 当 丸 ->-cc 时 和 一 十 co, 这 正 是 要 证 的 。 

跑 ， 积 分 的 性 质 ”利用 和 os 可 久 让 归 非 色 无 办 西数 的 积 苍 
的 见 全 性 贤 , 与 在 [50] 中 所 做 的 完 对 一 样 。 此 外 , 在 狂 明 这 些 性 
质 时 也 可 以 用 积 牙 的 第 二 个 定义 。 还 要 注意 ;如果 f(P) 是 有 界 
非 俩 夯 数 , 那 末 [f(P)]s 对 于 足够 大 的 克 值 与 了 CP) 相等 , 从 而 
积 芬 的 新 定义 与 [49] 中 的 完全 利 合 。 

现在 证 明 积 分 的 性 质 。 与 在 [50] 中 一 样 , 我 们 蔽 @ 是 测度 有 
内 的 可 测 梨 合 。 

1， 各 果 产 (P) (一 1，2，…, mm) 鞭 可 和 画 数 , 敌 未 它们 以 党 
数 为 系数 的 粮 性 组 合 仍 是 可 和 画 数 ， 和 和 本数 : 藉 且 公式 QB 成 这 

证 明 与 po] 中 完全 一 样 。 
人 上 化 仍 是 可 和 的。 2 

由 于 非 负 性 与 [50] 中 的 性 质 9， 对 于 [fC(P)]s 可 得 

trp) < | [7CPJsG(ee。 

取 福 限 值 可 得 | 


Fr Pean<| rpDede)， i 
厅 如 果 有 边 有 穷 ,左边 也 必 有 劣 ,这 正 是 所 要 证 的 。 
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3. 如 果 FF( Pp)3 大人 上 可 各， ,而 集合 轨 制 虞 有 败 多 多 或 可 省 
无 多 区 可 测 集 合 ,站 人 式 20 让 立 。 . 

现在 少 察 华 合 A 其 有 柯 数 无 穷 多 个 的 情形 。 对 广 有 界 汞 数 
Ex, 可 A 


| rsedaO= BD [nsGCee， (40) 
用 此 可 笃 . 

| tA Gas) < BrP GD), (41) 
无 限 地 增 大 NN 可 得 

[swan < Sf, Petae。 (42) 


再 证 明 相 充 的 不 等 式 。 斌 然 J(P) 是非 负 的 ， 外 (40) 对 于 任意 有 
穷 的 mr 可 写成 
| msvedee)> S| Envetae)。 
无 限 地 增 天 双 ， 得 种 限 : 
| reDean>= | P90. 
再 无 限 地 培 大 m 可 得 不 等 式 
fe)= S| 108), 


这 正好 是 和 (42}) 相 皮 的 不 等 式 。 因 此 (20) 成 辫 。 
4 如果 8 分解 民有 败 多 或 可 数 无 劣 多 个 可 测 焦 合 Bt 画 数 
f(DP) 在 每 个 上 可 和 ) 而 由 非 久 项 所 做 的 级 数 


en (43) 


于 A 


对 于 两 数 [ 力 > 站 eg 及 人 等 a), 而 后 
者 的 右边 是 有 穷 数 。 出 这 不 等 式 在 楼 可 知 积分 (38) 的 粮 限 有 旁 ， 
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也 就 是 论 f(P) 在 人 上 可 和 。 向 地 民 式 (20) 可 以 上 - -性 质 府 接 
得 讲 。 

5. 如 果 了 (DP) 在 杂 上 司 和 ,而 序列 ee 中 各 集合 “部 局 下 
6, 着 且 满足 中 Ger)>0， 那 末 公式 (22) 成 并。 

”分 。 站 示 巴 定 的 正 笋 。 可 以 因 定 久 , 使 


| cbaede) se cf>CnD。 
如 此 , 依 (89) ,对 于 任意 w, 可 得 
ECG(aD se 就 是 识 | fG(45) < 
<| AsG (CaS) +e. 9 
但 对 于 足够 大 的 mw 傅 [50] 中 的 性 质 二 ,可 知 
[tAe las) <s, 
而 不 等 式 (4 人 ) 变 成 不 等 式 
| sa(a) <20, 


由 此 , 径 然 。 是 任意 的 , 志 楼 可 得 你 式 (22) 。 最 后 两 性 质 识 明 无 界 
非 负 画 数 的 积分 也 与 有 界 画 数 的 积分 一 . 样 其 有 完全 加 法 性 与 契 对 
速 柜 性 。 

6 如果 是 济 I 度 为 性 的 集合 ， pp 的 积分 等 于 等 。 

证 明 与 [501 中 一 样 。 

7. 在 上 相 托 的 夯 数 在 4 上 的 积分 忆 相 等。 

. 8. 如果 了 (P) 的 积分 等 于 堆 , 这 画 数 必 与 盘 相 手 。 

、9、 各 果 fs(P) < 及 (P) 在 8 上 成 广 , 而 及 (P) 可 和 可 各, 于 来 


fz(P) 也 可 和 , 丽 下 面 不 等 式 成 灰 ， 
| PPDedaes {FP)G (a), (45) . 
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在 上 上 式 中 可 把 刻 与 六 各 换 底 [六]x 及 [PPj、， 不 和 式 仍 汇 了 下。 
从 六 -> 十 co 攻取 栓 限 侍 , 可 得 (45)。 和 如 果 右 边 有 劣 , 其 左边 也 党 
有 和 穷 。 

7 了 ,8,9 的 证 妇 与 [501 中 的 完 侍 一 样 。 现在 转 而 党 可 以 改 驱 
符号 的 无 界 夯 数 的 勤 下 格 -斯 提 勒 杰 斯 积分 的 定义 。 对 江 俩 ( 菲 
正 ) 画 数 ,定义 积分 的 方法 与 上 面 完全 一 样 。 

58， 任 意 符号 的 画 数 ” 访 g 是 测度 有 和 究 的 可 测 代 合 , 在 ， Ee 上 
面 定义 了 一 个 哥 测 实 夯 数 .ALP)， 这 出 数 可 能 取 具 有 随和 神 答 号 
值 。 定 义 矿 数 了 CD 的 下 入 训 分 如 下 : 


FL 天 + ee 了 (P)， 
APD<o 则 法 (=| 0， 
CEPy 220 ftp) (46) 
a fAP) ss0， 3 
i wD- 
这 定义 也 可 以 写成 下 面 形式 : 
Pr(P) =- 吉 FLACP)1+FCP)]; 
(PF) = FOP) | -FP)], (461) 


负数 了 (P) 可 以 表示 成 这 两 个 非 氏 曾 数 之 蓄 : 
FD) = 产 (一 产 (P)e 
定义 ” 画 数 7CP) 叶 做 在 上 可 和 的 ,是 指 六 (有 及 六 (CD 
在 9 上 可 和 。 此 导 珊 数 了 (了) 的 积分 值 山下 列 人 式 定 义 : 
fF(P)G(IS) = | pr PIG(AE) — (PGA, (AD) 
注意 , 如 果 两 画 数 PCP) 及 广 (P) 中 只 有 一 个 是 可 和 的 ， 那 末 由 
上 面 公式 fCP) 的 积 牙 可 得 确定 , 但 其 值 是 无 兰 的 。 例 如 , 酸 
f+(P) 是 可 和 的 ,而 广 (CP) 不 是 , 划 CP) 的 积分 值 答 于 一 oo。 
定理 了 (了) 在 上 可 和 的 必 娶 日 充分 的 条 体态 是 非 鱼 甸 数 


- 
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JP 在 好 上 可 利 。 

和 如果 了 (P) 可 和 ， 那 未 请 (P) :及 广 (P) 也 可 和 , 所 以 其 和 
frCP) 上 广 (P) = fCP)| 由 可 和 。 反 之 , 如果 Je(P) 上 六 (PP) 可 
和 , 那 未 由于 三 呆 的 性 质 9， 其 中 每 项 也 必 可 和 ,因此 7(P) 血 可 
和 。 注意 对 于 有 界面 数 也 可 分 解 它 成 为 正 负 部 分 , 而 其 积分 滑 的 
关系 也 可 以 妻 示 成 公式 (47)。 以 后 所 谢 可 和 画 数 也 用 来 包括 有 界 ， 
的 可 浏 西数。 现在 藉 而 葵 符 号 任意 的 可 和 画 数 的 积劳 的 基本 性 
质 。 这 些 性 质 几 乎 直接 可 以 击 非 久 画 数 f+(P) 及 六 CP) 的 积分 
性 质 看 出 来 。 

1. 和 如果 记 (P) (4=1， 2，…, 信 .是 可 和 殉 数 , 鄂 术 由 它们 用 
” 蓝 数 对 数 所 作 的 线性 组 合式 仍 是 可 和 陋 数 , 苦 肌 公式 (13 Rs 
缕 性 租 合 式 的 可 和 性 可 以 由 不 等 式 


[让 oofeCPT< 高 Ial HCP) 


看 出 , 只 须 引用 上 上述 定理 及 [52] 中 的 性 质 工 就 够 了 。 为 了 证 明代 
式 忆 8)， 分 别 考察 用 常数 乘 酚 数 及 取 两 夯 数 之 和 两 情形 ， 分 如) 
是 可 和 画 数 ，e 是 常数 。 我 们 要 起 机 公式 


JefP Gas) = FP GE), 


为 了 确定 起见 ;可喜 。 是 负数 。 如 此 部 (cf)+ 一 一 cf-, 而 (of) 一 
一 一 cf+。 由 (47) 的 定义 可 知 


eo) = 一 中 六 eat+o PredaE)=o| fedee)， 
而 公式 (13) 得 划 。 现 在 起 户 (P) 与 户 (P) 是 可 和 疯 数 。 要 王 明 
are = | G+ | fdas) (9) 


分 黎族 泵 数 fi, fs; 了 一 拉 吓 fz 为 正 负 部 分 : 
fi=ft—fi; frfi—fa; f=f+—f"o 
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导 末 并 十 天 十 六 = 一方 十 万 十 六 。 
凡 上 式 中 的 责 数 都 是 间 负 的 ,可 和 的 。 应 用 [59] 中 的 性 等 工 可 得 - 
| aceae + | Gd) + Gd) = 


=-| FG) +| FG + | Fedde)， 


| Fed)-| redee)= 

-| f+G (dE) 一 |. F Ga) +|, fiG(as) -| fiGla0), 
这 正 是 公式 143)。 

2 如 朵 六 (PP) 及 户 (P) 是 在 《上 可 和 的 , 苦 且 记 (P)> 
2 友 (P), 关 未 公式 (15) 成立 。 

依 星 质 工 两 数 户 (P) 一 fs(P) 是 非 负 的 , 可 和 的 , 而 其 积分 
( 非 负 的 ) 等 于 有 (了) 与 fs( 了 ) 各 积分 之 差 , 于 是 得 (15)。 

3. 如 果 了 LP) 可 和 ,部 未 到 式 (16) 碟 立 。 

不 等 式 (16) 与 下 面 不 等 式 是 同 效 的 : 

fot) -FP)IG a | ECP) + (PYIGaS), 


4. 如 朵 了 (了 ) 在 上 可 和 , 郑 未 尼 在 集合 2 的 任意 可 测 甩 
ne ty 
,如 果 A(P) 在 人 上 可 和 ， i 
Ws 测 侯 合 Ex， 于 未 公式 (20) 成 喜 。 
ee 及 广 (7) 的 相 届 性 时 得 出 。 


VA Ee Pio Es dp 


f(P) 3 上 可 和 ， 于 要 
SJ, lf ic {49) 
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sa Gd et ES 4 No 


非 货 画 数 1F(P)1 在 一 切 所 下 可 和 ,而 设 数 (49) 工 狼 收 钦 ， 
恢 上 9] 中 的 性 质 4, |F(P)| 在 上 可 和 ,所 以 f(P) 在 必 上 可 
和 。 各 此 因 芭 式 (20) 可 以 在 接 由 上 壕 性 质 所 得 出 。 法 窟 由 释 数 
(43) 的 收 铬 并 不 足以 断定 A(P) 的 可 和 性 。 

7. 如 时 ED) 在 多 上 可 和 ,而 集合 序列 en 中 各 焦 合 属于 &， 
持 注 足 性 质 G(en)->0, 那 末 公 式 (22) 成 立 。 

这 性 质 让 [5 中 六 人) 与 广 (P) 的 性 里 6 直接 可 以 得 出 。 
如 此 我 们 证 明 了 和 会意 可 和 两 数 积分 的 完全 加 法 性 及 车 对 速 种 性 。 

8. 和 如果 -站 测度 为 肘 的 集合 ， 著 末 任 管 岗 数 了/(P) 在 多 上 
的 积分 等 于 零 。 

9. 下 上 相 括 的 丽 数 在 2 上 的 各 务必 相 等 。 

这 两 性 贰 都 可 以 由 Jf/*(P) 及 广 (P) 的 相关 性 摘牌 搂 得 出 ;只 
贷 注意 相抵 丽 数 的 正 久 部 分 也 种 个 相抵 。 

10. 如 果 f(P) 在 9 上 可 测 , 了 (P) 在 多. 上 可 测 ; 非 负 ， 并 可 
名 并且 If(P)| 志 FP(P), 半天 (P) 也 可 和 :而 下 面 公式 上 成立: 


人 rpede)|<| rmeao。 (50) 


依 [59] 中 的 性 时 9 可 以 证 明 ，|ACP)| 可 和 ,所 以 f(P) 也 可 和 。- 
不 舌 式 (50) 可 以 直接 由 [53] 中 的 竹村 3 及 9 得 出 。 起 上面 所 证 的 
直接 可 知 ,可 和 丁 数 与 有 蜡 的 可 测 画 数 之 积 仍 是 可 和 画 数 。 

理 注 沁 积 分 的 两 个 性 贸 ， 我 们 在 下 而 将 要 用 


www rr 


意 区 觅 4 4 上 的 积分 笋 于 雳 , 嘟 来 (了 P) 在 do 0 
用 沽 亡 法 鞍 幅 ”如果 f(P) 不 与 雾 相 抵 ， 那 末 必 存在 一 正 数 
4, 使 两 集合 [LEP) > 四 及 doff(P) 志 一 a] 中 演 少 有 一 个 有 大 
于 都 的 测 席 。 全 第 一 个 的 测度 大 于 零 , 并 用 天 之 。 慢 
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| FPIGd al 0。 
但 大 浴 信 全 el 及 ez， 其 浏 度 伍 意 小 , 托 昌 作 -Fei 一 器 十 sz， 而 吾 
其 梓 等 洁 形 , 识 蕊 玖 已 全 有 穷 多 个 互 无 颁 虚 的 区 淹 之 和 。 依 条 
件 ， (也) 在 下 的 积分 等 十 稚 , 所 以 可 写 虚 
fe = | spa | 7Pedo。 


傅 积 分 的 引 对 这 种 性 , 右 沙 的 税 对 众 可 以 剖 辜 任 ， 上 小 ,而 耕地 和 是 
歼 冠 的 正 数 。 了 必得 出 了 矛 持 ,可知 定 理应 确 。 
12， 如果 f(P) 痊 心 上 可 和 , 关内 对 任 沪 在 不可 测 间 有 界 
的 山 数 多 CD) 请 中 委任 : 
jo PP)G(AS) =0, (51) 
那 来 了 (了 必 与 需 相 揣 。 各 时 条 祭 (51) 对 任意 不 上 可 测 有 有 办 挫 
得 足 
| | p(PDG(CO 0 + (52) 
的 gp( 避 成 谍 ;于 不 并 让) 与 一 常数 科 托 。 
台 个 是 全 中 几 满 是 人 P)} 庆 0 的 点 所 丰 的 深谷 ,分 p(T) 在 
ci 上 等 于 二 灾 5 一 41 上 纤 本 用 。 由 条 人 (6) 可知 了 (了 突 训 
上 的 积 耸 等 于 党 ,而 出 此; 依 让 2] 币 的 性 在 8 可知 疡 ( 瑟 ) 与 均 相 
报 。 同 入 可 证. 广 (人 ) 与 宠 相 拭 , 因 此 让 已 ) 与 劳作 抵 。 
现在 证 明 . 上 而 命题 的 第 二 部 分 。 册 AG(@) 素 示 f(P) 在 罗 
上 的 各 分 匀 。 代 5652) ,而 数 让 已 一 下 世 满 足 条 件 (54) ,就 是 说 
CDEFCP) 一 日 9(d2) =0, 
此 外, 叙 丰 的 定之 : 帮 于 任意 常数 o 总 有 
| off (AP) HG(dS) =0, (59) 
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股 由 (P) 是 名 上 杆 章 的 可 测 有 愉 画 数 , 而 cG(E) 是 它 的 积分 值 。 
泵 数 p(P) 一 由 (P) -6 满足 条 件 (52) ,因而 


[WP) el[f(P) -HG(a8) =0 
“或 依 (53) : 
JP LP) - 相 B(e) ~0, 
由 此 , 依 上 而 已 认得 的 ,可 知 PCP) 一 与 雾 相抵 ,从 而 f(P) 与 4 
相抵 。 
在 本 节 之 末 , 考 察 一 下 一 个 次 数 的 勤 员 格 - 断 提 惑 杰 斯 积 俘 。 
合 glx) 是 非 负 画 数 , 取 做 测度 的 基础 ,而 f(z) 依 yte) 可 测 , 井 
在 工 轴 的 可 测 保 合 了 上 或 区 间 [6, 51 ([4, 1 也 可 以 接 成 区 图 
(&, 妆 )》 上 可 和 。 相 应 积分 可 以 写成 
jv) 或 上 fagl@) 或 | Ad, 等 。 
和 如果 g(%) =z， 嘟 末 就 得 动员 格 积 苍 。 在 这 情形 下 任意 一点 的 测 - 
度 是 零 , 醒 区 若 端 点 是 否 算 在 内 并 无 关 紧 要 ,在 区 效 上 所 取 的 积分 
.于 常 吉 示 成 
i 
此 时 甬 4 过 8。 此 外 , 策 取 下 列 规 定 : 
oae=- -| Fan。 
哆 .复数 值 的 可 和 图 数 “不 难 对 取 复 数 依 的 画 数 f(P) 定义 
可 和 丽 数 及 积分 。 招 这 醉 数 分 解 成 实数 用 虚数 两 部 分 : 
fF(P) = fi(P) FIR(P), 


丙 数 人 了 时 做 可 和 的 ,是 指 广 (与 olP) 可 和 ,而 f(P) 的 积 的 积 
你 夺 这 情形 下 由 下 列 公 武 案 X ， 


55， 积 分 号 下 攻 航 保 T5680 


| PieCOD | POG +i| FPGGE), (54 
2 全 ° 


在 这 情形 ,上 而 证 明 过 的 定理 成 并 :了 (了 P) 可 和 的 必要 二 充分 的 条 
件 层 宪 的 般 对 值 两 数 1/ 了) | 是 可 和 的 。 . 
首先 注意 ， 凑 六 CP) 及 .fo(P) 的 可 测 性 可 知 两 痪 数 洲 方 的 和 
也 是 可 测 的 , 内 此 这 种 的 算术 符 方 要 也 是 可 测 的 : | 有 | 二 MVM 及 二 月 
是 可 测 的 ,因为 . 
2 TV FT 让 > 四 一 4 及 > 拉 。 
又 由 不 等 式 
FlvV REE; fs MRTR; VATRSIf+ fal 
及 5 叶 的 性 贤 9 及 1 看 搂 林 知 方 ! 与 fz| 的 可 和 性 与 |f| 的 可 
和 性 癌 效 ,用 此 可 得 上 主 所 村 的 结论 。 
下 面 所 述 的 性 贤 1 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 也 都 成 立 , 但 在 作 
线性 粗 合 式 时 可 以 用 复 数 做 系数 。 现 在 只 证 时 柱 贺 3: 
| sec) < | feu), (85) 


团 数 五 , 及 并 二 及 是 可 和 的 ,因此 对 于 这 枉 面 数 各 存 生 一 鞍 
其 格 分 羊 序 出 9,59， 8 侣 ,使 所 作 的 和 oa os 中 os 趋向 于 
各 恋 丁 数 的 积分 。 如 果 取 分 割 序列 3 一 862 6 69， 旭 对 于 酉 数 
所， fz， 及 V 殖 十 育 所 作 的 和 ra 欧 向 于 各 相应 积分 。 如 果 5, 他 
荐 法 把 6 分 成 529, 而 Pi 是 人 i 上 的 菜 点 ; 划 
(BLAPE) (GE [| < BFPD) + 
十 iD) {GCSE), 

而 取 凑 福 限 可 得 (55)。 上 

条 .积分 号 下 取 极 限 ”现在 就 明 对 可 和 讽 数 在 积分 号 下 取 极 
限 的 几 全 定理 。 - 

定理 1， 如 果 fs( 上 ) 是 在 测度 有 穷 的 集 食 6_E 可 和 画 数 的 


A NM 
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2 


序列 ,并 甘 对 于 所 有 册 数 六 (CP) 下 烈 不 雏 式 恒 咸 立 : 
| (PI < PP), (6) 


TAN 


” 谈 , 那 来 1(D) 在 上 可 和 ,大 及 


ia| PCPetag) = | FPGGS), (0D 
击 定 再 的 条 件 可 知 极限 出 数 沦 上 殖 速 满足 不 等 式 
FP) 1S<B(P), (561) 


必要 时 换 成 宅 的 相抵 两 数 可 观 上 碧 不 等 式 在 了 上 到 处 成 立 。 
依 性 毁 10153], f,(P) 与 记 P) 在 5 于 可 和 , 因此 它们 在 6 -E 殖 
汤 取 有 和 泡 值 。 考 察 差 A(P) 一 了 (了 ) 的 积分 ,并 引用 [633 的 性质 
10, 可 得 


| UP -#1G (0) |<{ 8) -1.(P) G28), C68) 


裔 。 是 预定 的 正 数 , 而 2 一 E51 了 CP) 一 J《P) 18]。 依 [46] 的 定 
理 6 可 知 
GO)-30, 而 如 PECE 一 如 有 1 有 一 六 CP)I<s。 (50) 
此 外 在 的 任意 点 了 处 | 
(FCP) ~fa (PY EI PIT If PY S27(P),。 (00) 
(58) 右 边 的 积分 可 分 成 两 部 分 : 


{FP SPI GD 


-| OP) FP) a0) + | ,FP) -FP) G0), 
凡 此 , 依 (59) 及 (60) 可 知 
| -PIG <2), FPYG(AS) eG(E 2), 
所 以 


>- 


Ea 
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re ,es oe en ee, "i cakes i a NE 


{6P) -pCP G8) 2 | FP) GLA) teG (EF) (6 
由 GC6,) 20, 并 由 了 (了 积分 的 筷 尘 如 入 性 , 可知 存 在 一 数 N， 
使 四 

| PPG) ss 当 n> 史 肘 碟 让， 
面 估 (61)， 
| BCP 一.(P) GCG5)<[2+G(E)]e。 当 n> 交 时 成 立 。 
比较 (58) ,得 
zw eee) -fp |<Era)s, 


而 s 既然 是 任意 的 , 可 得 (57)。 与 在 [50] 证 明 性 损 匡 时 一 样 , 在 
本 定理 中 只 须 设 不 等 式 (56) 在 了 上 党 到 成 立 就 够 了 。 

定理 9。 和 如 果 (了 ) 是 在 测度 有 和 劣 的 集合 和 -上 可 和 两 数 的 
丕 减 序 鹿 , 那 末 极限 画 数 7(P) 在 上 的 积分 等 于 有 劣 数 或 七 co， 
而 公式 (57) 成 立 。 

可 和 图 数 f,( 了 ) 在 2 上 是 将 通 有 穷 的 ,而 不 减 序列 户 (P) 在 . 
8 上 每 点 处 都 有 极限 , 但 这 和 极限 秆 可 能 是 +co。 考 察 非 贷 画 数 
， 思 ( 忆 一 户 (P) 的 不 减 序列 。 显然 

0< 包 (有 一 户 (P) EFP) -A P), 

如 果 非 负 画 数 f(P) 一 户 (P) 在 6 上 可 和 , 嘟 末 f(P) 可 和 。 孝 
了 (P) 一 户 (P) 可 以 起 着 了 (了 P) 在 定理 工 中 的 作用 ， 而 应 用 绪 一 定 
理 可 得 


ia [FP) PIG = | UP) -FPG 


在 等 式 两 边 各 加 户 (P) 的 积分 可 得 ( 太 )。 现 在 识 7(P) 一 有 (了 P) 
的 积分 等 于 二 co。 巴 然 户 ( 忆 ) 是 可 和 ,了 ( 了 ) 的 积分 也 等 于 二 co。 
再 注意 , 和 如 果菜 一 序列 ps(P) 背带 收 敏 于 PCP)， 那 末 对 于 任意 
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丸 ，[pnCP)1s 一 [pCP)}jx 和 通 成 开 。 

. .为 了 这 明 这 点 , 只 须 注意 , 如 果 在 此 点 处 pL 了) 一 p(P)， 节 
未 在 这 点 处 [pn( 了 3 一 [Pp( 户 ] ys， 只 须 分 别 其 妊 gl 了 P) 志 与 
8 (PP) > 让 两 种 情形 就 可 以 了 上 。 如 此 非 鼻 丽 数 [fC(P) 一 所 (P)]x 
的 不 减 序列 贫 温 收 乓 于 ECBP) 一 PCB)]xve 丢 限 夯 数 族 然 有 界 ， 
归 然 是 吾 和 人 的 。 傣 .Et 面 所 江 的 ， 

lim of BA PSG dQ 一 


-| [FOP -PP Gd) (62) 
兮 五 是 任意 预 葵 的 正 数 。 谣 然 [AD) 一 六 (站 )] 的 积分 等 于 十 o0， 
可 以 圈定 不 ， 使 (62) 大 边 的 积分 大 于 尺 。 和 如 此 , 优 (62) ,对 于 凡 足 
够 大 的 93 

人 FPCP)- 户 (P)JsG(de)> 民 ， 


从 而 上 [f,(P) -fi(P)IG AE) > EK, 
` 角 然 及 是 任意 的 ,可 知 
unl | fCP)G(a0) 一 | fPIC to0, 


就 是 襄 lim| fs( PGF) = + 00s 


所 以 当 AP) 的 积 女 等 于 十 co 时 ,公式 (57) 也 证 明了 。 

注 “对 于 可 和 | 夯 数 的 减 亩 刻 也 有 相似 的 完 理 成 浆 。 如 此 的 枚 
限 画 数 的 积分 可 以 等 于 一 co， 但 不 能 等 站 十 cc。 如 果 所 (了 P) 是 
减 序 齐 , 那 末 介 gn= 一 户 , 就 得 一 族 序 齐 ， 而 负 号 可 以 从 积分 号 下 
.提出 来 。 

从 已 证 的 定理 可 以 下 出 一 个 对 以 后 很 重要 的 推荐 。 

定理 3、 如果 务 数 好 人 P) 人 = 2 3,…) 在 乡 上 是 非 负 的 、 


晤 ， 积 芬 号 下 业 构 兴 is 


可 可 的 : 拓 且 由 非 负 贡 息 度 的 站 数 


天 三 ] jy 
(64) 


站 上 妆 对 牧人 ， 而 (P30 在 属 上 上 癌 明 成立。 
戎 凉 宇 必 上 非 负 可 和 斌 数 的 不 羧 序 末 
FP)= SlP), 
和 R=1 
六 拒 上 上 面 疼 明了 的 完 再 应 用 到 这 序列 上 。 拭 然 角 数 (63) 收 北 , 当 
n 无 限 地 增加 时 六 (PP) 的 积分 大 有 和 穷 柱 了 从。 所 以 在 这 情形 下 , 由 
级 数 (64) 表 出 的 框 限 而 数 : 
fiP)= SulP) 


”在 人 于 可 和 ,因此 在 6 上 党 汤 有 有 穷 佐 , 就 是 说 航 数 (64) 事实 上 
_ 在 及 上 将 通 下 人 黎 。 钥 任何 收 仇 级 数 的 一 般 项 收 仇 于 堆 , 就 是 说 在 
如上 将 通 忆 (一 0 而 定理 完 寻 证 明 。 
定理 绿 、 和 如 上 朵 六 (了 卫 ) 是 在 信 圭 非 急 可 和 页 数 的 序列 ,而 这 序 
列 在 名 上 将 扣 站 铸 于 梅 银 册 数 沁 二 7 基 且 对 于 任意 户 CP) 的 
积分 不 超过 某 其 数 4 就 壕 说 


| PCP)GCeD <4, 
那 米 f(P) 在 台 上 可 和 ,而 下 新 不 等 式 成 芯 : 
上 FP)G (dS) <A, (65) 
不 等 式 
| [faG 8) < 上 GdEJ <A (66) 
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成 立 ,做 [Bo] 的 性 时 15, 其 中 研 的 作用 由 六 担当 , 训 得 
lo], L100) ~ 人 [sedes)。 

在 (66) 不 警 式 中 分 >o0 而 取 其 村 限 , 得 : l 
sekees4， 


由 此 可 得 , fCP) 有 和 ,而 当 和 co 时 得 (65)。 
| 56， 图 数 类 五 ， 在 本 少 中 考察 某 - -类 可 测 画 数 。 这 类 画 数 
在 把 上 而 构成 的 理论 应 用 汪 数 学 及 数学 物理 的 不 同 紫 是 上 起 着 很 
天 的 作用 。 

定义 股 人 类 汪 永 有 多 的 状 信 -和 信 到 时 做 在 
孚 友 可 和 的 项 数 ,是 指 几 的 平方 PCP) 在 上 可 和 ,就 是 襄 


下 Ja(P)G(dE) < 上 ce。 


在 8 上 平方 可 和 的 画 数 类 用 记号 Lao 玫 示 。 在 勒 中 格 的 慨 
形 中 , 就 是 当 G(4) 囊 示 区 沿 4 的 面积 时 ， 就 才 成 za。 在 下 面 为 
简章 起 见 也 不 用 Zac 而 天 成 Za。 但 必须 注意 所 名 的 一 切 都 适用 
于 任意 选择 的 G(4)。 现 在 证 明 类 zs 的 一 系列 性 质 。 

定理 1， 如 果 f《(P) 与 VC2) ET 痢 玉 (PP) 与 积 六 PP)g( 已 ) 


在 吕 上 都 可 和 。 
定理 中 的 辕 论 直接 可 以 从 下 而 不 等 式 
lt); gt 
及 [563] 中 的 性 贤 工 及 区 得 出 。 注 意 在 这 里 与 以 后 只 者 痔 实 值 画 
数 。 a 


定理 8%。 如果 了 (P) 与 KP)S Ls, 闭 末 cf(P) 与 人 P+ HP) 
也 居于 了 ae。 
”关系 6 了 7(P) 的 畦 葵 很 显然 。 对 于 f(P) +y(CP)， 可 以 由 从 式 
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一 -一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 和 


(F402g + 
及 定理 二 及 [531 中 的 性 女 二 得 浊 . 
定 更 3， 如 果 与 9G J 半 太 而 (和 局 强 科 夫 斯 共和 押 人 
尔 线 个 人 等 式 版 冰 江 : 
[feet 了 = Pearedp。 (0D 


率 明 与 对 于 效 织 允 的 相 们 公式 完全 一样 。 现 在 和 看 风 一 下 。 
首 质 江 间 ， 如 华 实 系数 的 二 次 三 项 式 cao 十 中 <>0, 水 末 
从 恒等式 

pt bet 0 = [out b+ (a0—b2)] 


次 楼 可 知 , 加 了 果 对 J] 一 - 博 实 第 下 通 的 三 项 式 永远 取 厦 鱼 值 ， 痢 末 
ps。 我 们 可 名 了 7 7 不 与 优 相 拱 ) 否 划 不 等 式 (67) 不 足 省 ， 因 
为 它 光 左边 纤 于 其 。: 汪 用 开 然 的 公式 


| uo’e ee) | FGA) + 


+ou] fas) + | ,90a0), 
而 《是 某 一 渗 数 。 左 边 的 积分 对 于 任意 的 实数 ww 必 有 非 负 值 。 所 
以 右边 的 三 项 式 也 必 是 非 鱼 的 。 对 于 这 三 项 式 ， ?<ac， 以 相应 
的 积分 值 民 楚 oa，, 8，o， 就 得 不 等 式 (67)。 注 意 在 上 而 兰 项 式 中 a 
是 下 的 ,因为 面 数 了 不 与 规 禄 白人 虽 。 
 ” 么 如 果 fE La， 珊 末 电 然 |f|EIo, 而 把 |f| 表示 成 
|f| ==1f|:1, 于 是 得 下 面 不等式: 


I Ga 1 ee FPGAS GE (68) 


A 


DD 村 着 注 ; 不 沪 达 上 出， a 
赦 性 视 合 式 与 0 相抵 。 


T66 - 义 二 窟 条 人 可 冯 与 村 共和 办” 


-一 一 一 ~ 一 一 -一 


VF +9) ) ree +y),s | oemn。 (69) 
“由 不 笑 式 \67) 得 


相 这 不 竺 并 丙 各 乘 以 2, 并 把 所 得 新 不 等 式 两 全 各 加 上 挛 及 
的 各 分。 所 得 的 不 等 式 是 
人 GAS) +2 | zee (ds)+ | PGE) < 


| -Peteey Ta | ,FG (8) . | | PAA + | gr Ga0) 
可 以 变 成 下 测 形 式 : I 
LornGias) <[y| raes) + fGen TT, 
， 而 这 下 是 所 要 证 的 (69)。 
再 汪 意 ， 如 果 LUP) Es， 产 来 由 于 f?(P) 的 可 和 性 ， 责 数 
f(P) 不 8 上 政 运 取 有 劣 值 ， 
锐 . 傅 中 值 收 笋 “现在 介绍 在 六 美 中 一 个 产 的 小 绍 朋 人 
定义 所 谓 中 的 责 数 序列 六 (PP) 依 中 售 收 化 于 za 中 的 
次 数 7(CP)， 或 简称 在 js 中 收 艇 下 fCP), 是 指 


ti mf Ef (P)—fa(P)]G dS) =0。 (70) 


首先 要 注意 ,如果 把 ALP》 挤 眠 与 它 相抵 的 丙 数 9(P) , 那 末 在 
(70) 式 中 的 积分 值 并 不 改变 ,而 9(P) 也 是 广 (P) 依 中 值 收 刘 的 
极限 。 在 下 而 我 科 将 把 初 抵 的 故 数 等 辣 之 ,就 是 襄 把 帮 于 Ls 而 相 
抵 的 丁 数 看 做 是 园 -一 丽 数 。: 疯 在 证 明 极限 的 哈 一 性 ， 就 是 哆 廿 明 
-F 列 定理 : 

定理 5， 如 果 工 ;中 的 序列 所 (P) 在 Ls 中 收 笋 于 天 个 画 数 
f(P) 与 gCP), 其 这 两 丽 数 相抵 。 
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写 出 显然 的 公式 
了 一 8 -一 站 二 《及 一 四 ， 
并 把 不 等 式 469) 原 才 - fF 有 边 ,其 


MG-PaGee : V| (02G(C) + 


SP 


+ -DG 。 
时 %>oo 时 在 壹 起 进 于 深 , 而 左 过 与 芭 无 英 ; 所 以 
| CsG(de)=0。 

大 [563 下 的 性 殖 8 可知 大-9 与 办 相抵 ,从 而 了 与 9 相抵。 刚才 小 
阴 的 冠 理 建交 了 疡 《PY 在 Ls 中 栋 江 的 叭 -一 性 , 企 开 非 一 切 丁 数 
施 更 格 布 优 中 般 政 状 的 逢 腿 。 注意 如 采 华 到 广 (P) 在 世 中 殖 源 
双 煞 车: 的 曙 数 六 PP) ， 嘟 末 埋 不 能 由 此 推 知 , 户 (P) 使 申 值 收 
化 二 7P); 而 反之 ;如果 妨 (P) 全 中 值 收 化 于 7CP)， 也 不 能 由 
此 推 知 户 (P) 至 副 收 敏 :7CP)。 但 我 们 可 以 证 角 下 而 的 定理 ， 

定理 6， 如 果 4 中 的 序 烈 户 (P) 依 电 倍 收 化 于 了 (P), 瑞 上 
中 让 序列 可以 尖 取 光一 个 新 分 席 列 大 ， 这 部 办 皂 庆 本 
y 谨 涵 性 狼 于 fF, 


PO A vv 


依 定 理 中 的 条 件 可 以 取 标 号 必 ， 使 下 面 不 等 式 成 立 : 
| 一 AGE) 人吉 
如 此 其 条 数 
BI Gf)Gae) 
收 化 ,而 依 本 四 的 定理 3, 由 此 可 知 (了 P)>f(P) 在 2 上 殖 汤 肌 
立 , 于 是 所 要 证 的 得 镁 了 。 | 


双 如果 到 (P) 依 中 值 收 钱 于 J 7(P)， ;并 在 上 移 通 收 短 : 于 
(PP) 划 2 (CD 与 2) 在 人 上 相 括 。 


i68 第 二 帘 锡 仿 一 数 与 勤 及 鱼 名 从 


省 人 


如 果 六 (P)->p(P) 在 宁 上 殖 逼 成 下 , 风 户 (B)->gCPEY 娩 肖 
成 立 。 但 依 - 上 面 定理 可 以 提取 部 分 在 到 户 .CP) ,使 苑 欢 妃 : 这 
->FCP)。 所 以 7 P) 与 pCPY 相 报 。 

关于 依 中 箔 收 仑 , 可 以 建 闻 必要 直 充 分 的 条 件 ,与 数列 极限 存 ， 
在 的 柯 西 条 件 相 类 但 [部 T 303,， 首 先 介 缀 新 定 多 。 

定义 ” 质 彰 在 浆 下 的 而 数 序 旭 j() 日 饮 艇 ;是 指 对 于 你 
意 牟 定 的 正 数 8 忆 隶 让 一 数 方 , 个 

8 (fa fa}O(AN) ss (71) 

当 名 与 mw 入 时 按 站 。 ， 

定理 了 。 岸 记 CD) 依 中 仿效 敏 于 六 中 其 一 画 的 必 台 条 
件 乃 是 它 是 身 效 熟 序 刘 。 
” 和 刘 这 序 出 依 中 值 以 售 于 划一 岁数 py 把关 (CP) fn) 
表示 底下 面 形 式 : 

fr: 一 .一 Cfa—f) (ffn), 

井 应 用 不 等 式 (69): 


Yt)G Gas) VY) HF-G 0) + 


+ 7G a8). 
合 。 沪 一 新 省 的 正 数 。 解 然 这 序列 翁 中 舍 牧 钱 于 /LP)， 必 有 一 
数 驴 存在, 便当 与 避 > 入 时 上 面 不 等 式 右边 祖 号 下 的 现 积 分 各 
< 号。 俊 这 不 锋 式 直接 可 得 不 等 式 (71)。 现 在 但 证 明 族 定理 。 
定理 8， 序 知 放 (全) 2 人 0 俯 中 全 履 儿 于 基因 册 的 天 办 杀人 虹 认 
烈 奶 收 仇 : 


- 变 (P) 自 星 化 ,从 而 让 瑚 攻 合 再 值 收获 和 于 其 面 数 。 守 狐 然 
是 自 收 秋 序 烈 , 必 存在 标号 的 一 个 境 序 到 和 <na<ne<… 使 . 


” 
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一 一 -一 -一 一 - 


| f(D) ~ (P) TG (dS) < Hse 
说 用 不 等 式 (67) 于 f= 1%, 一 fl 及 g= 工 的 情 烘 可 得 
| 的 一 六 CCP) |[G (008) < 


< | Cf) fa PP GAT Ya8), 
而 做 .EE 而 不 等 式 ， 
| ea -f(D) 1 GdS) dv G8, . 


男 此 得 知 下 面 敏 数 政 伊 : 


S| mp) -fn PHGLGD), 
而 全 [55] 的 守明 3, 可 数 
0 Sl -1 


在 如 上 郑 通 收效 。 从 而 胡 数 
Pu CP) FY faat ey) 
频 谢 温 收 合 , 但 虐 焉 数 的 前 项 之 和 二 f(D) , 所 以 序列 
fn. (PD), mlP), NO 
症 8 上 党 遂 收 狂 于 其 一 羡 数 /CP)， 间 共 后 者 的 御 是 有 劣 的 。 我 
个 证 明 FCP) EI:， 并 上 且 CP) 优 六 人 镇 收 艇 于 了 (P)。 了 既然 庄 列 
(了 P) 是 自 收 合 的 ,对 于 伍 辣 陡 输 的 正 数 。 存在 一 个 数 思 , 使 当 
nx 太 % 密 六 时， 
Ef P) -f(a6) ss 
使 ni 无 限 措 各 ;大 引用 [5 四 中 定 十 4; 可 得 
上 [7CP) -PCOTGCOse 当 wm 全 站 肝 成 下。 (72) 
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由 此 可 知 蓄 了 (PF) 一 fn(P) EIKs。 人 (2) 是 赂 于 Ls 约 。 取 fA(P) 
与 f(P) 一 有 (P) 之 和 , 依 定理 2 可知 了 (P)E Ls。 不 等 式 (72) 说 
明 fC(P) 依 四 值 赵 向 于 了。 田 工 条 两 完 理 可 得 下 面 千 若 : 序 
到 fn(P) 用 站 钴 友基 这 席 庆 你 中 入 收获 于 时 一 画 数 的 必要 上 且 充 
分 的 条 件 . 
注 依 中 值 的 收 钱 好 可 以 不 对 其 往 对 值 平 方 尖 : 义 , 而 对 法 一 
次 韩 定义- 就 是 说 ,和 如果 /CP) m=] 2,…) 是 在 .上 可 和 和 面 数 
的 序列, 而 存在 一 个 可 和 Wj 数 f(P) 并 满足 


Bn| 17(P) 7.7) Gd =0 ， 


的 必 杜 日 充分 的 条 件 乃 是 ; 对 于 生意 预定 的 正 数 s， 必 存在 一 数 
下 ,便当 于 与 如 都 一 六 时 ， 
|, [fa— fnl GAE) Ss 

这 圭 论 之 肤 明 与 前 边 的 相似 。 | 

.58， 希 勒 柏 特 男 数 室 疝 ” 珊 数 族 /2 与 我 们 在 [15] 中 所 窒 的 
族 Q 一 样 ,也 是 两 数 空 旱 。 这 符 间 中 的 元 万 卸 在 细 上 平 万 可 和 的 
实 值 画 数 。 相 抵 的 页 数 洪 做 这 空山 中 的 同一 和 元。 这 此 I 与 
用 实数 示 两 运算 都 是 确定 的 ,并 闯 足 通常 初等 代数 吊 的 定 肆 。 : 
了 (P) 的 范 数 (矢量 之 反 ) 乃 是 依 下 式 定义 的 非 全 数 : 


PY | Pede) 。 C73) 


收 钱穆 定义 做 合 中 值 收 化 。 再 介绍 两 元 了 ( 卫 ) 与 9(P) 的 数 积 。 
已 由 下 面 等 式 定义 : 


(人 = frae), 9 
证 显 然 下 面 公 式 成 立 ; 
EC Fe (75) 


58 着 邓 析 特 页 数 空 了 工人 


OG- 


-ee 一 


十 元 了 与 9 其 的 距离 由 - 1 下 面 及 式 定 义 : 


设 有 三 元 了 ，9, hh。 写 册 铝 2Nf 一 2 二 (f 一 卸 十 (9 一 一 及 兰 应 用 (69)。 
如 此 做 完 尺 人 4) 可 得 所 部 三 角形 话 刚 : 

PK 了 hh}: td h)。 (77) 
所 识 滩 间 中 的 壳 或 案 元 是 检 6 上 株 笃 手 鹤 的 丽 数 , 或 与 者 税 抵 的 
加 数 、 ei 过， 天 该 [50] 由 的 性 性 和 和 任 这 其 他 元 的 范 
数 是 正 的 。 拓 遍 注 足 plF 四 三 0, 而 其 中 等 式 成 立 的 必 受 且 充 分 
的 条 件 乃 记 4 9 酌 元 林 重 台 ， 就 是 镶 谢 数 了 5 本 9 村 拭 。 滤 离 与 
数 积 都 是 对 称 的 ;就 是 训 pf 们 一 pg 站， 而 (9， 记 一 (9g)。 
在 这 谨 数 窒 肝 太 元 的 序 启用 极限 的 必 要 避 充 分 的 条 件 乃 是 它 自 收 


4 


效 , 就 是 狂 对 于 任 查 顶 守 的 正 数 。 必 存 在 一 数 丈 ,使 涯 交 与 吕 > 下 


有 时 fw 一 扣 | 三 s。 这 一 性 里 通常 时 做 突 间 .Ly 的 完备 性 。 


与 上 壕 完 休 一 样 , 也 可 以 作出 复 面 数 (54) 的 亢 数 从 关 五。 各 


此 的 丽 数 .AP) 局 了 /是 指 户 (P) 与 .Ps(P) 各 属于 疡 。 如 此 
人 EPE) 是 可 和 谢 数 。 定理 1 与 2 依然 万 并。 不 
67) 与 169)i 克 所 或 


) | | Pet -| gl cas) 
二 所 _ 中 8) 
V| fol Cae) = 人 ec +V lq,2G (46) 。 j 


在 定 尽 依 中 征收 化 与 涯 收 仇 时 盖 下 万 (7 一 户 )” 与 引 ( 记 一 fn) 也 
须 卉 成 兰 的 稳 对 值 的 兴亡 | 一 疡 时 发 | 疡 一 户 1 定理 7. 与 8 体 
pa /而 在 作 询 数 福 dh 来 
。 苑 的 范 数 册 下 站 公式 定 


br! (fF 13G (45) ， (79) 
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而 数 积 击 下 面 公式 定义 ; 
(Ff, 9 = |, 17945), (80) 

其 中 到 形 示 与 复数 a 共 询 的 复数 。 公 式 (77) 依 匈 成 立 。 现 元 测 的 
距离 由 公式 476) 冠 义 , 只 须 招 (了 一 人 )* 换 成 |f 一 9g]*, 并 日 即 问 与 
罕 实 空间 市 的 性 装 一 样 。 关于 数 积 , 公式 (9， 力 = (了 ,四 成 下。 
上 注 复 攻 数 空山 中 的 性 览 可 以 币 下 一 事实 流 接 推出 : 妇 及 (2P) 与 
fa(P) 都 属于 实 空 尚 中 。 丁 数 宏昌 工 党 只 做 希 勒 梢 特 画 数 空 
峭 。 

注意 一 个 特殊 情形 。 屋 丽 数 G(E) 与 集中 于 襄 点 妨 ，Pas …， 
Pn 的 质量 相应 , 而 这 些 丑 最 各 等 于 1。 各 此 股 奉 这 些 点 让 有 穷 数 
值 的 全 党 机 数 了 (P) 在 任意 一 个 包含 这 些 点 的 集合 上 的 靳 员 格 - 
斯 提 藤 杰 斯 积分 等 子 下 面 的 有 劣 和 : 

| APyedD = Bf), 

如 果 把 任意 钞 数 了 (P) 在 Pe(% 一 1，…, mm). 点 所 取 话 什 开 做 一 个 
mm 妈 矢 量 的 分 量 , 济 未 得 一 mm 维 容 间 及 ,其 理 取 我 们 在 知 TII 已 
荐 过 了 [ 见 TI; 25] 。.E 面 定义 的 和 ,以 数 相 乘 , 范 数 , 数 积 颖 都 与 
在 第 全 谷中 所 定义 者 相符 。 | 

到 、 正 交 醒 数 钥 ” 正 交 机 数 所 的 理论 与 滑 数 空间 zs 褒 接 联 
系 。 在 前 一 答 已 烃 训 过 [IV; 38, 80]。 现 在 加 以 补充 ,并 中 入 勒 
喇 格 -斯 提 瘟 杰 斯 与 蔓 愉 格 积分 的 观念 。 首 先 沦 实 曾 数 。 

定义 裔 人 是 可 浏 集合 ,其 测度 有 汶 。 所 请 定义 于 上 井 属 
于 I 的 而 数 
» Pu) Pal (81) 
粗 碾 一 规格 化 正 交 钥 ,是 指 下 面条 件 满足 : 


sf rrpeae)= {9 


当 1 一 队 (82) 


59. “ 王 交 两 数 粗 178 


知 果 了 (了) 是 荆 中 的 向 数 ， 可 以 作 它 对 于 扯 (8D) 的 侍 立 叶 系 数 各 
下 : 


ws 一 | 7 .Pp PY ad), (83) 
而 所 谓 它 的 情 立 时 么 数 足 指 
宇 con( PP 。 (84.) 
关于 这 航 数 的 收 黎 与 各 我 位 倚 无 所 知 ,但 可 作 这 航 数 的 部 人 牙 和 : 
5.(F) = api(P). (85) 
如 果 在 ， | 
[C700 — Shp PG) (80) 


式 中 取 诸 系数?， 各 等 于 傅立叶 系数 4;， 居 这 式 取 最 小 值 。 此 时 
式 (80) 取 答 下面 的 简单 形 涉 ; 
| EFCP)— SF) (9) = | FPI GY) 一 a2, (87) 
而 此 可 得 失色 勒 不 等 式 : 
Ss) FOP) GN, (85) 
而 在 这 不 等 式 左 边 的 级 效 必 收 航 ， 和 如 果 (83) 式 成 为 等 式 ， 那 未 所 
得 的 公式 : | 
人 PCPGtde = He (89) 
叫做 封闭 性 髦 秘 。 依 《87) 封 并 性 方 各 与 下 可 性 属国 效 : 邹 估 立 叶 
籽 数 的 部 分 和 .5 了) 焦 中 做 收敛 于 画 数 太 忆 )。 现 在 评 明 下 而 的 
定理 1( 票 斯- 费 售 ) ， 和 如果 0 是 任意 硕 定 的 实数 划 , 其 持 广 
组成 一 收 煞 航 数 : | 
os 一 十 ce， (90) 
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壮 末 在 Ls 中 存在 着 叭 一 的 两 数 ,这 丽 数 相 天 对 了 5) 了 的 人 


Var 


” 叶 系 数 抢 是 cu 而 寺 半 性 万 各 (89) 及 并 。 


作画 数 
S,(P) = 六 ope(P)。 (GD 
马 然 组 (81) 是 严 交 旦 规格 化 的 ,于 未 四 


| ts (P) ~ BD) GS) = od ted;at +6 (g>%), 


而 由 般 数 (99) 的 驳 敏 ,上 式 在 边 当 无 限 地 夺 大 卫 时 趋向 于 零 ,就 是 
说 /2 中 的 两 数 序列 (91) 让 次 伍 。 所 以 必 存 在 一 个 属于 了 的 画 数 
了 (P) ,Sa《P) 依 中 值 收 敏 于 7CP) : 

Him| Cf) —8, DP) G48) =0, (92) 


现在 蔷 明 ex 正 是 这 画 数 的 僻 立 叶 系 数 &x。 注 意 (88) 及 组 (81) 的 
规格 化 正 讼 性 , 责 知 
| EFCP) SF?G (a8)= 
-| (PG(49) 一 识 吕 |]+ 澡 (ean)?。 (98) 
在 右边 齐 括号 中 的 差 依 员 色 勤 不 等 式 基 非 负 的 。 问 过 的 共 他 项 也 
是 非 负 的 。 当 wyco 时 无 边 趋 向 于 雯 ,所 以 右边 所 必然 妇 此 。 由 
此 得 搂 可 知 , 每 个 非 负 项 《es 一 ax)? 必 等 于 壹 ,就 是 说 oi 二 ax， 这 
正 是 我 的 所 要 攻 的 。 如 此 画 数 (91) 正中 而 数 7CP) 的 个 走 叶 般 数 
的 部 分 和 , 出 依 (92) 次 接 可 知 对 于 了 (了 P) 封闭 人 性 公式 成 立 。 翻 下 
的 只 是 娶 证 明基 有 所 让 性 质 的 面 数 .AP) 是 唯一 的 。 如 果 队 (了) 
以 外 还 有 图 数 y(P) 也 共有 所 要 求 的 性 质 ， 缉 么 (85) 将 同时 是 
.FLP) 和 gCP) 的 倚 立 呈报 数 的 部 分 各。 依 条 件 藻 于 人 竹 方程 对 
f(P) 及 gLn) 都 成 立 ,就 是 用 译 疯 S,(P) 依 中 值 锋 收 做 于 (PP)- 
也 惧 钙 于 9( 娠 。 巾 于 Ls 中 极限 的 星 一 性 可 知 f(P) 与 9(P) 梢 
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抵 ,就 是 设 它们 在 Ls 中 表 同 一 元 ， 诉 定 更 证 昌 完 了 。 现 在 介 帮 封 
到 粗 的 定义 。 

定义 规格 化 实 租 (8 了 时 做 寺 阴 的 ,及 此 对 于 化 属于 五 的 
资 数 了 ( 妃 , 圭 半 性 太 根 (89) 丰 去 。 

证 明定 理工 时 并 没有 假发 组 (81) 是 身 明 的 。 如 果 组 (81) 是 者 
于 的 ,就 无 须 证 看 站 画 数 PCP) 滑 足 冉 角 性 方程 因为 做 寺 及 组 的 
定义 中 时 (89) 对 于 儿 局 于 7 的 而 数 扼 成 立 。 因此 对 于 封 肝 组 定 
理工 可 陈述 如 -F: i 

定理 1 ， 如 果 租 (81) 是 封闭 的 , 而 .0 是 任意 预定 的 实数 序 
区 .医用 喜 数 90) 收 区 , 鄞 术 在 五 由 必 存 在 只 -的 通 数 :使 蕉 请 训 

陈 封 阳 狂 概念 之 外 ,还 矣 引入 尘 备 组 的 汐 念 。 

定义 ”组 (81L) 哈 做 完 务 的 ,是 指 在 Ls 沾 除 警 元 以 外 ( 即 与 堆 
相抵 者 以 外 ) 不 存在 与 一 切 py( 了 ) 下 交 的 两 数 ; 

现在 斌 明 完 备 粗 与 封 取 组 两 梳 念 国 这 。 

定理 3， 钵 (8) 基 完备 疙 的 必 紧 且 次 为 的 条 体 马 是 改 直 寺 有 
组。 

证 必要 性 时 用 归 芒 让 法 。 囊 丙 数 租 (81) 是 完 名 的 , 而 不 是 圭 
了 的 ,就 是 现存 在 -- 个 局 下 工 ; 的 贾 数 h(P) ,其 传 间 时 亲 数 是 四， 
而 


下 WP)G(AS) > Sie (94) 

另 一 六 面 , 依 定 理 1, 在 到 中 存在 一 向 数 fA({ 忆 ,并 近 立时 及 数 是 
axrs 而 封 用 性 公式 (89) 对 于 了 成 立 。 抠 这 式 与 人 04 于 较 可 得 

| WP) GE > | f2( PI Ga), CgE) 

但 差 fAP) 一 ALDP) 的 一 切 人 情人 覃 计 系 数 者 等于零 ,就 是 说 它 与 :一切 

kBP) 起 交 , 而 册子 (81) 基 完 每 和 组、 这 一 差 必 与 土 相抵 , 就 是 说 
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htP) 与 f(D 秆 托 , 但 这 与 95) 相 冲突 ,于 是 必要 性 证 明了 。 要 
底 明 共 充 共性。 就 是 悦 坑 (81) 是 封 六 租 ,而 赴 明 它 是 完备 得 ,就 是 
要 菜 明 ,如 虹 其 两 数 疙 PP) 的 一 切 生 立 叶 系数 等 于 璧 ,于 未 这 两 数 
必 与 淮 相 抵 。 肯 然 组 (81) 是 封闭 的 ,两 数 (CP) 必 满 足 封 阳性 方 
程 (89) ,而 底 然 PP) 的 一 切 个 文 计 系数 等 于 零 , 必 然 
PPede)=o， 

和 击 此 , 依 [152 中 的 性 质 8, 可知 PCP) 与 装 相 基 。 

” 注 伍 对 于 Ja 中 的 任意 画 数 得 小 {了 ) ,我们 可 以 使 用 在 第 四 
党 中 论 过 的 那 种 正 变化 法 [ 兄 TV; 38]。 | 

上面 所 就 的 一 切 可 以 并 接 推 广 到 Ls 中 的 复 西数 上 来 。 组 

(81) 的 规格 化 与 正 变 性 可 以 宵 示 成 下 面 等 式 : 


ee 0 如 果 大 六 世 
| palP) PDP) GY) = ! , a (96) 
而 伟 立 计 系 数 由 下 面 公式 定义 : 
am | FP) PD Gd), (97) 


在 其 他 么 式 中 到 处 下 反 黄 数 及 数 的 下方 换 成 移 六 值 的 共 方 。 例 
如 , 封 阳 性 方程 可 以 写 腻 下 列 形 式 : | 

(PIG Be, 98) 

上 面 请 过 的 定理 仍 有 效 , 但 须 把 狠 数 (90) 澳 成 由 数 |c,|? 拓 成 的 

字数 。 

现在 论 所 向 广 义 的 封 陪 性 方程 。 合 m 及 加 各 息 图 数 (了 P) 

及 J(P) 的 铺 立 时 系数 ,， 而 组 (81) 是 持 闭 的 。 画 数 PP) +g(P) 

的 傅立叶 系数 是 as 十 如， 而 画 数 JP) 十 说 ( 思 的 傅立叶 系数 是 

om 十 Ds。 对 于 它 位 封 有 性 方程 取得 下 面 的 形式 : 

[rg:2G60) = Slat bl 


i 
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让 as X10,+id,l?, 
就 是 设 
[Flt lol+ GgrfDIG GD) = 
= ons+ ib + (nb + be)]s 
[tllg st -f(a5) = 
er) )] 


使 用 关于 子 与 9 的 封 阴 性 为 程 ,把 第 二 个 等 式 末 以 i 于 把 它 加 到 
第 一 个 等 式 上 去 ,可 得 广义 封闭 性 方程 : 


| fa(d6) = Bob (99) 
在 灾 丽 数 的 铺 形 中 广义 封闭 性 方程 取得 下 而 形式 ; 
| 7oG(ee) = Bab, 00) 


由 广 尺 封 阴性 为 程 直接 可 知 可 以 把 中 任意 阶 数 A(P) 的 情 立 
计 灯 数 雁 上 肖 项 积分 ,或 在 3 的 任意 可 测 部 分 6 上 还 项 积 男 
[0]; 156] ， 就 是 就 ， 和 如 果 mr (8 一 1 2， …) 足 ALP) 的 得 立 吁 渗 
数 , 那 末 . | 
| APeCe -站 or wedz)。 od 
再 群 明 空 间 5 的 一 性 质 ,而 由 这 性 质 可 知 在 Ls 中 看 罕 一 个 封闭 
的 规格 化 正 交 组 dn ne aia 工 中 
存在 可 数 多 个 元 (PY) nf B= 1 2,，…) ,这 党 元 所 和 成 的 集合 在 工 
中 到 处 得 密 有 帘 ; 就 是 说, 对 于 Js 中 的 任 中 的 任 塌 东 1{ 了 ) 与 任意 芒 定 的 正 
数 s 必 存在 一 个 履 雹 上 迟 集 合 中 的 元 加 (P)， 效 元 注 是 fC) ~ 
二 燥 ( 了 Le。 在 下 硒 的 一 节 中 ,将 让 明 ZL 的 可 分 性 。 现 在 证 
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—— -一 一 一 一 一 一 一 一 = a 


明 ， 由 可 秀 性 可 以 走 胃 有 大半 的 规格 华 正 交 统 在 在 。 应 用 正 交 化 
廊 法 于 水 CD) 下 可 得 革 一 规 烙 化 正安 衣 gi(PP)'%=1, 2, …)。 
现在 评 胃 它 是 封 六 的 。 依 上 面 所 设 的 , 对 于 Zs 中 的 任意 了 (P)， 
与 任 屿 预定 的 正 数 8, 必 存 在 一 个 wor 人 PP) ,满足 上 一 上 | 三 8。 但 


名人 Ge) 恢 正 交 化 方法 乃 基 谢 沿 数 pg:《P) 的 某 . -有 穷 烧 性 租 合 式 ， 


就 是 说 由 ,了 P) = epi(P) 十 e629a(P) 十 … 十 Cpt 了), 而 如 此 上 
1 一 如 人 | CFP) Dp P)T G0) < 0 
如 采 把 ex 痪 成 (PP) 对 于 租 gi(P) 的 傅立叶 级 数 , 那 末 . 上 曾 不 等 
式 更 成 站: 
[PSAN YG) 0, 
而 Si 站 乾 示 机 数 了 (P) 的 傅立叶 毅 数 的 部 分 和 。 诫 然 8 是 性 意 
的 , 坡 这 不 等 式 可 知 钥 pi(P) 是 封闭 的 。 
再 注意 ,如 果 全 (人 ) 和 集中 下 点 P1, Ps，…, Pn 处 的 导 量 相 
当 , 那 未 封闭 组 内 包含 m 个 元 。 这 情形 不 足 注意 , 因为 宪 可 归 业 
到 有 和 穷 维 空 沽 吾 ， 去 。 
的 . 室 关 与 空间 同时 可 以 考察 无 鹤 序 列 空 章 五 , 这 与 
Ls 有 密切 的 联系 ,而 且 我 们 将 考察 复数 的 和 情形、 所 请 ?2 中 的 元 是 
指 复数 的 无 汰 序列 xm 23) 而 般 数 马 |x 是 收效 的 。 元 
与 复数 筑 乘 及 元 与 光 的 加 法 都 定义 如 常 。 元 cz 的 坐标 是 《cwi， 
cp)， 而 如 任 与 2 的 坐标 各 是 2 与 34， 期 其 利 的 华 标 是 必 十 
十 yr。 后 者 确实 属于 民 , 因为 由 2.1? 及 |4|? 所 成 的 级 数 既 是 收 


煞 的 , 而且! 十 1? 所 <2( e124+ [gl? 加 所 以 六 | 加 十 | 收 丝 。 
元 2» 的 范 数 由 下 面 公式 定义 ; 


lzl-Vy So Go 


[3 i798 


WT I UD ee 
{Tm WH) 一 2 5 (103) 


右边 的 杂 数 友 对 收 敏 ， 因为 1z, :~ 9 (1354? 十 | 入 1。 村 是 。 


lr?= (x, 2)。 (109) 
元 % 9 间 的 距 冯 山下 曾 公 式 定义 : 


pm, Y= Wy m= 和 >! | 一 加 2 {1035) 


与 不 黎 式 467) 及 (69) 完 答 宰 类 的 有 不 等 式 


ow _ 13 es 、 ~ 0 
[So | < 总 ut (106) 
rr 2 SI 
YE ty ye ty Gu7) 
LE 


其 证 法 也 与 不 等 式 (67) 与 (69) 相亲 。 注 交 不 锋 式 (106) 可 以 表示 
成 下 刀 形 式 : 
[ee 仿 laslolsloyl。 ~ (08) 
关于 距离 , 依 (L07) 可 得 三 角形 法 即 成 立 。 答 疝 中 的 雳 苑 乃 是 于 标 
痢 基 盐 的 元 。 我 们 统 苑 译 列 wo 赵 癌 于 元 z， 是 指 ‖z 一 ze ->0。 
融 x 各 是 so 的 党 标 , 而立 是 w 的 华 标 。 其 未 wo 趋向 于 与 下 
面 的 关 深 同 效 : 
12 一 2 位 一 p> ‘wi 一 2 一 0 省 %n 一 00 时 成 立 。 {109) 
训 在 扰 出 空间 Ls 及 和 于 的 关系 。 到 某 一 封 了 的 规格 化 正 次 
组 (81)。 对 Is 中 的 任 一 而 数 A(P》 可 以 取 一 复数 序列 序 其 傅 立 


时 科 数 wx 与 之 相应 ,如 此 则 号 |axj 改 化 。 友之 ,对 于 凡 注 足 后 


一 条 件 之 复数 序列 必 有 一 -局 下 工 s 之 两 数 与 之 相应 ,这 由 [159] 的 定 
理 1 可 知 。 和 如 此 借 一 封 阴 的 井 格 化 正 交 狂 之 助 ,可 建立 超 Ls 与 妨 
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中 元 的 一 一 对 应 来。 对 Ls 中 的 任 一 元 有 一 4 的 元 与 宅 相 度 ， 反 
之 也 成 立 。 鲈 然 有 穷 多 个 击 数 的 线性 组 合式 沁 cePCF) 的 位 认 
叶 系 数 正 基 和 中 各 须 南 数 fr(P) 的 傅立叶 系数 的 同样 线性 组合 
式 ,可 知 上 述 的 一 对 一 对 应 乃 是 分配 的 ; 妇 是 谣 ， 和 如果 I 中 的 元 
7 与 五 中 的 元 z% 各 各 相应 , 著 来 元 六 oj(P) 与 元 入 ouom 
相应 。 由 于 广义 对 阴性 方程 (99) ,可 知 优 上 而 的 对 应 关系 5 与 
中 相应 元 抢 数 积 也 正好 相应 。 由 封 明 性 方程 (98) 可 知 相应 元 的 范 
数 也 让 应 。 各 此 由 于 上 议 对 应 关系 空间 I 与 几何 上 是 全 等 
的 。 它 个 只 是 同一 贡 象 突 淹 的 不 同 表现 丽 已 。 以 后 我 们 将 研究 这 
抽象 察 半 的 性 质 , 以 及 其 中 的 运 竹子 ,大 用 一 租 公 再 来 规定 让 个 空 
疝 。 理 注意 一 下 空间 中 自 收 生 的 概念 。 我 们 说 , 元 序列 ze 在 
4 中 自 收 敏 ,是 指 对 于 任意 珊 定 的 正 数 。, 几 存 在 一 数 W, 使 当 mm 
与 n> 时 jz 一 ao] sse。 注意 上 面 所 褒 二 及 如 向 的 对 应 
关系 及 [57] 的 完 理 7 及 8， 我们 可 以 作业 淮 : 序列 am 在 五 中 
有 极限 的 必要 与 充分 的 条 件 力 是 它 自 收 效 。 极 限 只 可 能 有 一 
' 外 5 
考察 中 只 有 有 有益 多 个 尿 于 淮 的 华 标的 一 切 苑 , 取 其 异 于 徐 
的 坐标 部 是 有 悍 复 数 者 ,就 是 说 可 以 表示 成 a 十 友 的 形式 ,而 4 与 
5 是 有 理 实数 。 把 这 些 元 的 集合 对 做 区 。 秆 然 有 再 数 的 集合 是 可 
数 的 ,可 知 元 集合 区 是 可 数 集 台 。 我 们 姓 明 这 集合 在 有 中 到 处 
. 番 害 。 分 2(c zo，…) 是 如 中 某 元 , 耐 261, oz os 0, 0,…) 
是 上 壕 那 集合 X 中 之 元 。 那 术 ， 
zz 一 六 im 一 os Him, 《to) 
恒基 预定 的 正 数 。 打数 总 |z,|? 斌 然 是 收 短 的 ,可 以 周 定 wm 
， 


6 ，7 中 i 维 性 旋 | 


> a 
2 1 Tk | ~ Do 
EN 
Eee 2 |zi— orl? 


中 ,可 以 取 有 理 数 os 足 侃 接近 入， 使 这 和 < 二 ea。 如 此 划 依 10) 
多 一 3 上 3， 就 足 设 jz 一 站 过 zs。 ER 
4 中 到 处 和 密 。 各 此 可 知 空间 有 是 可 分 的 。 这 空竹 中 的 苑 
etl, 0, 0, £1); e200, 1, 0;0,.); es(0 0, 1, 0, .1); 
te | 
五 中 的 线性 答 ”我 们 再 介入 儿 个 与 ,有关 的 新 概念。 
为 ; 的 人 引见 可 悉 Ts 中 的 出 数 是 中 变数 的 肌 定 义 于 荣 有 穷 区 其 
Fe 由 上 ee 义 的 。 
定义 ” 集 食 吁 做 线性 斤 , 是 楷 吕 必 满足 下 列 条 休 : 如 果 元 (0) 
全 = 2 属于 工 ， 半 来 它 各 | ee 合式 cp 十 
十 ofa(p) 十 … 二 engfa(e) 也 居于 工 。 举 几 个 各 狂 马 的 例 。 全 届 
是 在 [e, 门 上 有 界 丙 数 也 租 成 的 族 ， 就 是 说 对 于 用 中 任意 两 数 
f (9) ,在 在 一 正 数 工 ,, 满足 [f(s) | 二 I。 族 到 显然 组 成 一 个 线 
性 往 。 同 理 在 fc, 外] 上 的 速 秆 页 数 族 与 多 项 式 族 也 部 粗 成 线性 
敌 。 qe 
定理 王 ， 可 千 两 数 的 线性 徐 在 中 直到 处 得 密 的 。 须 要 省 
表 , 对 于 任意 属于 Lo 中 的 元 f(x) 与 任意 预定 的 正 数 8， 必 存 在 
[a, 5] 上 的 一 个 速 续 画 数 p(o) ， 使 
(ots~| (Fp) Ue, Ga 
我 们 可 以 写 了 (一 六 (人 一 广 (o)， 而 广 (o) 与 广 (z) 是 7(e) 的 
正 负 部 分 。 画 数 7(w) 与 了 (4) 也 周末 1s, 而 在 fo; 上 也 是 
可 和 的 ,所 以 是 只 取 有 有 穷 多 个 数 能 的 片 展 定 值 画 数 oje) 及 wi(4) 
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序列 的 极限 ,而 0<o4 42) 所 六 (0) 十 蝇 ， 0 6 (a) 所 六 十 吉 [47] 
应 用 [55] 中 的 定理 1 可 知 

lim| (f+—wt)3do=0, lim| ( 广 -oa)*az=0。 (119) 
班 耸 ， 依 不 锋 式 (wi Ta) (Lt), 可 知 [f— 《of 一 07)] RE 
二 交 六 一 十 处 广 一 oz)2 而 wn 一 wi 一 wn 是 只 取 有 穷 多 个 数 
值 的 片段 定 值 两 数 ,于是 依 (12) 可 以 固定 冯 的 值 , 合 ‖ 一 an 
而 se 是 任意 预定 的 正 数 。 因 为 一 gpI 一 w+ 上 6, 一 gi 
了 证 明 (1 估 ) 具 须 证 当 有 达 粮 画 数 9g(%) 存在 , 使 lo 一 中 大 e， 
中 w 是 只 取 有 穷 多 个 值 的 丽 数 。 各 此 的 面 数 可 以 表 成 下 列 形式 
£471 : 


OD) -De was (2) » 
而 azxkz) 是 [4, 四 出 集合 Br 的 特征 西数 。 如 果 (2) (hb 二 1， 


2,…, my) 是 革 一 违 续 页 数 ， 而 和 网 一 9) 二 58 的 二 十 
十 empm(w) , 邪 未 


ia 一 os < 站 ll Car 一 Wt 


所 以 完 理 的 走 明 变 成 下 面 断 守 的 证明 对 于 Ta; 妨 中 的 任意 可 测 
集合 & 的 特征 画 数 ws(w)， 及 任意 预定 的 正 数 s， 心 存在 某 一 加 
积 画 数 w(e) , 使 lo 一 ?se。 我 们 知道 ,存在 一 个 闭 华 合 ， 周 
于 8, 并且 m(5 一 了 ) 所 83, 而 so 是 任意 预定 的 正 数 [36] 。 如 此 


[or 一 arp re or (oJ dm 一 相克， 


ep 
而 自 于 不 等 式 |ov 一 gj 所] 上 os 一 @r| 十 jx 一 p91 上， 所 以 只 须 对 于 半 
和 集合 的 特征 画 数 而 症 明 .上 入 的 精 论 ， 用 7(%) 表示 点 到 风华 合 : 
刁 的 是 高, 而 五 局 于 [e,， 末 。 对 于 任意 加 可 得 (zt 十 四 sr 人) 十 
二 1， 而 了 (2) 是 速 楼 画 数 。 此 分 , 解 然 ,为 是 天 的 ，r(z) =0 的 
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必要 . 电光 办 的 条 件 乃 是 4 %E PE。 不 难 汪 出 ， (am 是 志和 模 遇 数 的 
不 性 序列 的 补 耻 : 


A uo = +nr (wy? 


为 简章 起见, 分 pn(2) -于 恢 [55] 的 性 质 15, 当 wr>20 
时 | or 一 rl~?0, 所 以 对 下 任意 天 定 的 正 数 s 可 求 得 一 n 和 值 ,使 
I gx 小， 而 pkz) 是 速 熏 面 数 ,于 是 定理 证 明了 。 现 在 陈 这 

定理 的 儿 个 系 。 

系 荆 ， 如 果 击 数 pt2) 是 [c, 引 上 尾 意 的 束 千 画 数 , 那 末 可 
以 作 一 务 顶 式 pC ,健在 [ec 习 上 |p(2) 一 p(w)| 世 60, 而 ao 是 
性 总 了 须 定 的 正 效 [li 454]。 和 如此， 

lp 一 2 一 | Fe 人 一 po)]sao<slG6 一 四)。 
六 [pi 所 fF 一 p91 荆 1g 一 2p1, 并 已 s 是 任意 数 , 可 知 多 项 式 的 

trian 用 fe ,51 上 的 二 中 是 到 处 敌 密 的 。 

系 23， 改 wo 在 [4,0] 上 是 速 禾 的 ， 而 en 是 预定 的 正教。 
以 p (2) 的 一 下 这 筑 性 ， 可 以 把 [c， 5] 分 感 有 淮 多 个 区 沿 4, dl,， 

4 并 国定 数 ax(h= 了 I 2，…, m) ,使 :p(w) 一 asl 所 申 当 
YE 4 人 成 下 。 现在 在 区 阅 fz, 门 .上 定义 丽 数 mw(w) 如 下 :如 果 
2E 4 图 (2 一 cr。 在 区 间 内 的 分 点 处 , 可 以 合 Tz{2) 等 于 与 以 
此 由 为 在 嫩 的 区 内 釉 度 的 数 妈 。 情 如此 定义 的 x (8), 可知 


tp -w= | rp(o) 二 (zao< 
- i 中 dz 一 83(B- 的 ，、 (118) 


而 与 在 上 而 的 率 中 一 样 , 可 由 上 半 得 出 精 论 ，, 上 述 类 型 的 画 数 orz) 
在 工 ， 中 到 处 向 密 ， 这 程 亩 数 以 有 穷 范 值 41, ea， … an 而 且 在 
每 个 区 上 图 上 上 各 取 癌 一 - 值 。 
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系 3、 弃 然 有 少数 是 到 处 秘密 地 分 - 布 在 数 让 线 之 上 上 , 对 于 和 尾 
意 狂 定 的 正 数 so， 可 以 将 数 ex 及 构成 区 肖 了 的 诸 分 点 吕 取 为 有 
理 数 ,以 便 不 等 式 (118) 能 满足 。 在 ex 与 构成 区 册 小 的 从 点 部 基 
有 理 数 的 限制 之 下 , .上 述 那 种 两 数 =(z) 也 构 碟 瑟 中 的 到 处 稠密 
焦 侣 。 但 不 难看 出 , 这 类 画 数 #(2) 其 有 可 数 无 穷 多 。 事 实 上 ;如 


果 你 一 I， 画 数 mr (9) 在 [4, 妃 上 颖 于 有 理 数 w。 如 此 的 夯 数 组 


成 过 数 集 合 。 当 r=2 时 , 在 [4, 可 内 部 取 一 有 理 分 点 , 而 把 
[ea, 81 分 解 虚 两 个 区 间 41 与 4s 共有 可 数 无 劣 多 方法 。 在 这 两 
个 区 匣 中 之 短 个 上 , w (z) 等 于 某 一 有 理 数 ， 而 因 可 数 多 个 可 数 集 
合 仍 是 可 数 的 , 所 以 当 m=2 时 , 上述 那 种 类 型 的 丽 数 (2) 构成 
可 数 集 台 。 同样 也 可 以 证 明 m=3 的 情形 。 如 此 双 部 w(z) 的 条 
全 是 可 数 的 ,于 是 证 明了 ,在 功 中 在 在 一 个 到 处 稠密 的 可 数 集合 。 
风 此 2 是 可 分 的 i 
为 了 证 明基 规格 化 正 净 粗 gx(z) (二 1， 2，…) 是 封 阴 的 ,只 
须 证 明 封 阴性 方程 对 于 某 一 在 Ls 中 到 处 筒 密 的 画 数 集合 成 立 ,这 
就 是 说 ,下 面 害 再 成 立 : 
定理 2. 和 如 果 五 是 在 Ls 中 到 处 稠密 的 一 个 集合 , 面 封闭 性 
方程 对 于 凡 K 中 的 现 数 成 立 , 那 末 这 友 程 对 于 凡 J 中 的 西数 也 
成 让。 
肯 f(P) 是 中 某 一 元 , 而 s 是 预定 的 正 数 。 钱 然 了 在 I 
中 是 到 处 稠密 的 ,可 以 从 无 中 取出 一 画 数 w(e) 米 , 使 1 一 gl<e。 
依 条 件 ,西数 g (%) 婚 然 属于 玉 , 必然 满足 封 阴 性 方程 ,从 而 可 以 
` 到 兢 数 (8) 对 于 组 gxi(2) TW si 人 (92)， 使 
Ig— sn(p) |< so 
由 等 式 j 一 % (月 = (fg) (gs(9)) + (sg) -sf)) 
与 三 角形 法 则 可 得 1f 一 (让 |<2e+fs(g) 一 s( 有 |。 但 g 与 f 
两 本 数 的 情 立 叶 航 数 的 % 阶 部 分 利之 差 正 是 丽 数 g 一 了 的 傅立叶 


， 圭 并 袜 的 例 TS 


般 数 的 %w 阶 部 分 和 ， 就 是 脱 ，， a 放 ， 下 匀 , 合 
只 笃 盘 不 等 式 ，|8(2 一 六 | 和 2 一 上 让， 所 应 | 一 st.1)1 二 26 十 
二 If 一 ph 3s， 而 因为 8 晃 千 意 的 , 甩 此 可 知 封 册 性 方程 次 于 
了 (zw) 世 成 焉 ， 于 是 定理 证 到 了 了 了。 二 这 定理 与 前 面 的 系 可 征 竺 
散 : 在 存 穷 区 | 中 的 情形 , 主 副 生财 性 时 , 只 须 肉 明 封 闭 性 方程 对 于 
凡 多 项 式 溢 走 就 够 了 ; 

-上面 所 窒 的 一 名 者 容易 推广 到 平 而 上 某 一 - 有 旁 区 | 岗 上 的 工 s 
空间 。 只 晨 在 证 明 邓 二 时 ,必须 首先 证 明 下 面 的 浏 尔 转 规 坦 定 再 : 
邹 在 任 : 吉 有 穷 赶 面 区 周 之 上 , 任 次 速 秋 丽 数 了 (zx, 2 可 以 借 2 与 3 
的 多 项 式 一 救 地 逼近 。 

人， 封 久 组 的 例 办 相 几 个 在 有 劣 区 册 ic, 入 上 规格 化 下 
交 封 明和 组 的 简单 例 。 和 如 果 应 用 正 交 化 法 于 zx 的 非 负 整 鼻 : 1 z， 
[V38] ,可 得 区 疝 [ec 困 上 的 正 资 多项式 夭 fo 组 
大 一 0, 工 , 2,…)，, 而 pe(z) 的 次 数 是 。 几 % 次 多 项 式 p(e) 可 
以 表示 成 线性 组 合式 
PA) 一 六 ok zf{z)。 (114) 
为 了 明了 过 虎 ， 只 须 定义 cn 便 右 按 入 的 系数 与 pkz) 中 x 的 有 系 
数 相同 。 如 此 再 取 co-x; 使 o_xpi( 四 的 各 -项 系数 等 - 和 2) = 
一 cpxtw) 的 or 项 系数 ， 如 此 类 推 。 在 候 式 由 1 必 中 系数 ex 显 
然 就 其 p(8) 对 于 22(2) 的 人 铺 浆 吓 系 数 。 由 等 式 《 Ed 可 知 , 在 
Pr(2) 为 在 实 组 的 楼 形 中 , 封闭 性 万 程 对 于 和 拭 意 多 项 式 plw) 成 
立 , 由 此 可 知 , 优 上 节 中 的 定理 2, 正 交 多 项 式 钥 是 封 用 的 。. 上 面 
已 下 到 ,在 区 | 上册 [ 一 1 如 ,对 于 正 交 但 . 
sn (n=1, 2, 38, -…); cos 全 (n=0, 1,2,-…) (J15) 
封闭 性 万 保 对 于 仁 意 还 汗 画 数 LI1; 148] 都 第 足 , 由 此 可 知 组 
《请 在 Ls 中 也 是 封 阳 部。 同样 在 区 山 [0, 日 上 正 交 曾 数 粗 
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ee eh 


PR 


sin {%=1, 2, 0 与 oon nrg (n=0, 1, 2,-…) 


是 封 附 的 。 
以 前 我 们 全 看 到 江 V; 99] , 在 边 欠 值 问 题 中 的 特征 商 数 
pe(2) 的 情形 (8 二， 3，…), 凡 有 只 有 速 楼 的 一 阶 导数 着 琪 足 动 界 
”条 件 的 夯 数 依 证 数 wx(o) 可 久 展 开 成 一 琉 收 效 的 傅立叶 级 数 。 对 
于 如 此 的 侈 数 封 关 诈 方 程 白 然 成 立 。 改 变 男 数 在 积分 两 限 禄 近 处 
小 区 隐 内 的 值 , 不 难 媳 明 , 邹 使 不 要 求 在 端点 的 边界 条 件 , 硅 半 性 
方程 仍 是 对 于 一 切 其 有 二 阶 连 续 导 数 的 画 数 都 成 立 。 封 阴性 方程 
自然 对 二 一切 多 项 式 也 满足 ,因此 特征 两 数 gelz) 组 是 封 开 的 。 
63， 苗 勒 德尔 与 阅 可 夫 斯 基 不 等 式 和 
y 多 对 值 的 p 奖 星 1f(p) ' 容 人 上 
下 和 的 可 测 画 数 类 上 《如果 是 复 . 
值 丽 数 , 也 是 一 样 )。 首 先 对 于 任 
意 > 并 的 指数 p, 介 阁 关于 和 与 
积分 的 与 不 等 式 (67) 与 (69) 相 似 
的 不 等 式 。 
.县 w 是 某 一 正 数 。 在 平面 
加 3. 了 上 上 秀 罕 即 线 9 一 如， 厦 引 与 
举 标 四 奉行 的 雇 简 2 一 6 与 y~5 ( 见 问 3)。 这 两 直 米 与 人 举 标 由 及 
上 面 的 易 厂 包 图 两 个 平面 区 域 ,其 面积 名 是 


ds 


Be 
Ss.=[ i Sa=| ey 


这 些 面积 之 和 不 小 于 具有 边 攻 a 与 5 的 类 形 的 而 和 20 的 吕 了 


63， 莫 勒 德尔 与 陪 休 夫 姑 基 不 竺 式 18" 


售 2=1+a 及 区 =1+ 二 ,可 以 把 上 面 不 等 式 变 成 


es (6 
五 ”万 
而 % 与 9' 两 数 衫 足 关 系 
1 (117) 
pF ; 


正 数 w 妖 然 避 任 意 的 ,不 等 式 (116) 对 于 满足 关系 (117) 的 任意 还 
, 数 了 与 p' 痢 股 立 。 这 满 数 显然 帮 必 筑 大 于 了 。 和 如 果 p=2，, 那 末 
p' 二 2, 而 不 等 式 人 6) 变 成 显明 的 不 等 式 205w34-529。 由 图 3 下 
以 胜出 公式 (116) 中 等 号 成 站 的 必要 有 旦 庆 共 的 条 件 万 是 2 一 0 与 
4 一 3 两 应 线 光 点 位 于 4 一 下 曲 缕 ,就 是 设 ，0= 0 ,也 就 是 5 =: 
一 0p-1。 A 本寺 2 3%) 满足 关系 


了 El， 1 (118) 

在 (116) 中 分 4= 中 ,5 一 本。 依 庆 到 和 ,并 注意 (117) 与 4113) ,得 
2 cs ek 
现在 状 乡 任意 正 数 a 及 bs, 并 分 
过 一 (Sa) B= (局 雹 7。 (120) 


数 a 二 Qax: 本 与 忆 =BDi: B 显然 满 是 关系 《tt8) ， 所 以 宅 们 满足 不 
等 式 (119) ,而 在 这 导 形 中 可 以 写成 下 肇 形式 : 


| arbe AB, 
就 是 说 Ee 
i nn 1 Ld ne | 
总 (121) 


取 极 限 箱 ,对 于 无 穷 和 可 得 相 仅 的 不 等 式 : 
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> ar Ds ( 2 2) DE), (122) 
而 右 过 的 角 数 蝶 贡 都 是 故人 效 的 。 如 此 册 左 迟 的 攻 数 也 收 黎 。 数 
-与 本 中 也 可 能 有 妃 个 是 符 。 对 于 复数 ,应 用 不 等 式 
| Barbrl< Bloxrl lbrl) 


可 以 把 上 述 不 等 式 写 网 
(Sodsl < exl) FEHBsn), (128) 


上边 不 等 式 通常 时 做 禁闭 德尔 关于 和 的 不 等 式 。 当 p==p' 二 2 时 ， 

省 变 跑 通常 的 £60] 只 的 不 等 式 (106) 对 于 积分 他 有 完 作 权 类 的 

不 等 式 成 立 。 设 了 (P)E Is, g(P)E Jwro 使 (116) 可 知 . 
“PIP SEE + lL, 


右边 依 条 件 是 可 和 的 。 因 此 积 六 P) g( 卫 也 是 可 和 而 数 , 就 是 说 ， 
如 果 了 (P) ED 9 CP) EI, 部 玉 积 f(PYg(P) 是 可 和 贡 数 (比较 
[56]'P 的 定理 了。 对 于 这 生 积 , 与 [56] 中 (67) 相 类 的 霖 蔓 德 尔 
不 等 式 盛 立 : 
1 1 
La s(t avd) (ii dd) (20) 
而 我 悄 只 就 节 肌 可 积分 写 卉 来 。 这 不 等 式 通 常 是 由 不 铁 式 (122) 
伴 取 禄 岁 俩 而 得 出 。 发 和 与 3 是 对 于 | Pi 与 )g| 的 无 限 秽 分 的 
勒 只 烙 分 制 序列 ,而 8 一 3.8: 是 两 分 割 部 与 61 之 积 。 分 名 是 
、 在 分 着 3 中 集合 4 的 部 分 ,而 "4 与 ?4 是 |f| 与 18 在 4 
上 所 取 诸 萄 的 上 宵 界 。 注 意 人 17) 可 知 


Pm, 二 共渡 ， a DO): = mt SH» * Tn mk Ee 
现在 把 茜 荔 和 尔 不 等 式 应 用 划 数 QE) 及 本 一 
一 jn rr (G3) es 可 得 


63， 吉 部 德尔 与 阅 可 类 姑 基 不 等 吉 deg 


之 人 和 
< Cnrm én)) Fymkm (GEN), 7 (128) 
用 mas 事 示 积 好 | 19] 在 ,32 上 所 取信 的 上 确 界 。 尼 然 可 得 不 
牧 式 mbvsmnon& wy 而 由 (125) 得 
i nm EE 二 Ck, sm CD 六 5 (2 mr m{ oe) )z 
对 闻 勒 寻 桔 分 多 序 齐 ; 到 杨 潜入 ,可 得 


1 1 
. A TN 、 
[tllgl avays (| ifhazdy) (| lglraray), (126) 
让 此 可 得 (I2 约 。 
现在 再 部 明 二 [58] 路 (69) 机 类 的 不 笑 式 。 首 和 党 若 察 和 的 由 
形 。 仿 es 与 b1 二 两 焉 数 序 划 。 漠 明显 的 等 式 
(gp br) ?= (a + or) lg Cant By) 5 
相 加 ,可 得 
之 (Ge 十 pei 一 全， 《Gx 十 区 二 全 人 
拒 未 盈 德 尔 不 等 式 焉 用 到 右边 的 利 .上 去 下 得 不 等 式 
Bt Ped BP eet BD P+ 
: + (DY (Fart bo) 
但 全 (117)， 全 一 六 (% 一 44) ,而 .上 而 不 等 和 
于 (有 和 (各 (oo (DD, 
把 上 式 责 这 用 右 过 方 括号 前 的 因子 除 ,可 得 阅 可 夫 斯 基 对 于 和 的 
不 等 式 : : 
BD rtoOd SoD! GpDY, (127) 
由 这 不 等 式 ， 间 利 用 IF 二 9 有 与 上 面 一 样 可 得 并 可 类 


190 - 基 下 策 合 隔 数 写 及 人 i 分 
斯 基 积分 不 等 式 : 


3 1 a 

(| +ginazay) <(|, frazay) +(|, lg rdrdy) 。 (128) 
在 所 得 不 等 式 (127) 及 (128) 中 ， 我 们 假 禹 ?>1。 当 p=1 时 这 两 
式 是 显然 的 ,但 当 p< 时 宅 们 不 成 立 。 

应 月 上 面 的 不 等 式 ,很 容易 证 明 关 于 莉 数 天 了 人) 的 一 : 些 
性 质 ， 与 以 前 关于 工 ; 所 讲 的 一 拌 , 并 可 设 曾 数 是 复 倍 的。 被 举 一 
些 这 种 性 午 。 和 如果 f( 了 P) 与 9(P) EL 玉 : 是 常数 , 那 水 of (PP) 
与 了 (DP) -Fg(P) EK,。 我 们 误 序 刘 户 (P) 在 三 中 令 中 储 收 知 于 
五 中 的 fF(P) ,是 指 . 
lm| 17CP)? 一 PCP)1em(dE) =0, 

如 果 这 关系 成 立 ， 4 里) 可 氢 取 出 一 个 下 攻 . 上 殖 通 牧 仑 于 
f(P) 的 部 分 序列 。 我 们 设 荆 , 中 的 而 数 序 殉 六 (PE) 在 号 中 站 
收敛 ， 是 指 对 子 任 ; a 8, 必 存 在 一 个 数 本, 贷 当 ?与 
m>N 时 ， 


* 


人 六- 产 Po eo 
三 中 夯 数 序 齐 依 中 储 收 敏 于 芒 电 潜 夯 数 的 必要 日 充分 的 条 件 乃 
是 这 序列 在 工 , 贝 自 收 合 。 沪 窟 极 恨 画 数 的 网 定 可 能 示 是 唯一 的 ; 
但 污 咎 租 差 不 过 是 与 截 棚 托 的 画 数 , 这 点 与 在 Ts 遇 同 。 在 5 中 
可 以 定义 元 的 范 数 如 下 ; 


Il- 人 (| yl) 
丽 两 元 之 骨 的 路 离 定 尽 做 
op- 人 (| -romda) 


并 且 三 角形 续 基 成立, 得 在 束 中 不 能 与 在 二 中 一 梯 地 宠 义 数 积 。 
完全 与 4 一样 ; 我 们 也 可 以 考察 空间 加 ， 鞭 中 的 元 是 背 足 
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如 [zs1?< 十 oo 的 复数 序列 Way wz， 下 )。 当 p21 时 ,可 以 证 明 忆 
与 有 一 些 可 类 的 手紧 ,3 工 , 发 [a 轩 的 关系 相似 。 

准 . 无 穷 测度 集 食 上 的 积分 ”到 比 为 下 我 们 所 疮 察 的 刀 是 在 
济 度 有 红 扣 可 江华 合十 的 程 分 推广 到 测度 万 穷 的 全 合 .上 的 方法 ， 
本 看 上 与 定义 无 穷 区 关上 的 黎 坚 积分 一 样 , 设 在 湖 度 无 穷 的 可 测 
集合 .上 有 一 个 可 沽 的 大 负面 艇 fA(P)。 淮 察 集合 的 无 穷 波 序 现 | 

FECES (129) 
项 漠 度 必 是 有 有 穷 的 , 疆 F 且 污 梭 也 集 合 是 人。 0 
为 繁 合 与 区 并 4 (一 Rh 妆 g 和 十 Ri 一 9 二 4 二 十 %) 的 奖 。 对 于 有 
界 集 合 , 下 列 积 分 在 在 * | - > 


| fes), (180) 


而 由 于 ALP) 荐 非 负 的 ,上面 序 知 当 天 境 而 时 旺 不 玻 的 。 旦 翻 序 
烈 人 1480) 的 回 淄 时 做 了 (在 各 上 的 各 分 


{fp Gs) -Ia AP)G(d2)。 (3 


注 壮 ,积分 由 30) 可 能 筷 于 十 co。 如 此 出 疙 站) 在 如 于 的 积分 世 
显然 等 于 十 ce。 也 可 能 一 如 各 从 (150) 都 臣 有 崔 的 ,但 在 字 上 的 
积分 等 于 十 co。 为 了 保 就 上 刘 积 分 定义 合 让 ,我 全 必须 证 明 ; 序 
央 民 30) 的 极限 与 晶 渭 的 第 合 小 在 刘 人 的 选择 无 关 。 
定理 无 玛 怎 栓 选 笃 以 人 为 极限 的 池 度 有 穷 的 可 测 集 全 小 
度 到 人 ,积分 (L380) 总 有 网 一 模 括 | 人 

用 只 三 法 秆 盟 。 屋 除 集合 序 凤 (og) 之 算 ; 区 有 测度 有 劣 的 集 
侣 省 序列 0 ,于 枪 限 集合 是 号 东 乒 巩 对 于 这 两 硕 
烈 @ 及 腕 ,积分 序列 由 80 共有 不 辐 的 恢 限 值 。 


im| FiPJGUd8) =e， 而 ij| FPIGUE) =60, (182) 
数 4 在 任何 情形 下 是 有 穷 的 ,而 有 s 


392 人 集合 丽 数 与 各 呈 格 积分 


[f(DG 00) < nl, 2, 9。 (188) 

首先 设 数 7 是 有 和 装 的 。 选 笃 正 数 c< 了 5 一 &, 可 以 固定 正 整数 和 值 %%4, 和 外 
| C84) 

具 和 PCP) 是 非 负 的 ， 加 
J fF(P)G(AS) sa， - (185) 


洛 狂 集合 6 如, 。 当 郊 增 大 时 这 集合 十 大 ;而 因为 名 的 极 艰 久 
侣 是 如 所 以 条 全 人 加 的 柱 限 集合 是 6%; 内 此 可 知 
lim G (dm — Engn) 一 0。 (188) 
斌 然 了 是 有 劣 的 , 那 未 了 (P) 在 名 . 上 可 和 ,而 做 仅 式 (186) 及 
JP) 积 分 的 乞 对 速生 性， 
im| 76PDG(G)= |, 7CP)GGE)， 
而 这 与 不 等 式 (184) 与 (135) 相 冲 突 。 如果 8= 二 ceo, 那 求 用 
ffCP;]x 代 夫 jP)， 取 和 与 mm 是 名 大 ,使 下 隔 不 等 式 成 立 ; 
| CKP)]y*G 人 ED)>aTH。 
傅 (188)， 
| , (PGF) <0o 
用 上 面 的 推 刺 可 以 仍 达 汉子 盾 ,而 定 鲁 得 让 。 
和 如果 非 名 俐 数 PP) 在 乡 上 的 积 牙 值 有 劣 , 那 未 我 们 说 (PP) - 
在 号 上 可 和 。 由 距 太 上 枯 所 下 的 定义 亩 搂 可 知 ,如 果 时 (DP) 可 和 ， 可 和 ， 
而 寿 负 珊 粕 .9( 记 在 4 上 生起 不 每 式 人 SP) 潮水 ec) 
- i 现在 刁 罕 在 作 上 可 浏 的 资 数 ,而 这 珊 数 在 如 在 上 可 以 下 交 
,并 把 它 耸 解 成正 全 部 分: 
f(P) ft(P)—f(P) (187) 
画 数 PP) 时 做 在 6 上 可 和 ,是 据 f7LP) 与 广 (P) 是 可 和 的 。 如 
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蛙 二 和 分 - 全 让 -下 珊 丰 这 定义 : 
[re = | f+ CP) GS) -| /Pala?) 。 (188) 
bl: Fit [3 户 ) 内 可 类 rt 1 在 -一 个 本 条 1, 贡 ;未 与 和 [531 中 一 
样 ,FP) 的 积分 仿 有 有 语义 , 供 它 的 值 等 于 十 oc 或 一 o0 最 常见 的 精 
形 , 基 在 大. 上 取 积 分 的 集合 人 其 闪 华 王 , 下 站 粮 , 或 整个 站 空间 。 
X td id [53] 中 的 定理 及 性 蜗 


1 2， 3， 4， 2 Ts 10 者 成 站 我 俏 只 证 博 先 完全 法 性 及 区 
对 涨 经 证。 闭 此 定理 及 起 余 肉 畦 的 让 中 都 很 简 齐 。 首 先 证 时 下 现 
简 这 的 精 助 定理 。 


畏 助 定 吏 如 素 非 色 数 op 当 s 培 大 叶 不 减 而 1 Him 人 一 ao 


pag )— 了 a , 
1 


这 外 
总 投 
co 四 
Tim ee 一 pa Uk o (189) 
于 aca EE 


丙 归 证 话 话 普 归 。 泪 溢 ， 上 写 的 和 可 能 等 于 十 co 。 用 4 琢 示 
cc) 的 研 限 ,首先 分 
a> p23 Cr 5 
对 于 足够 大 的 值 3, 可 使 ve) >e, 而 是 税 数 (189) 的 和 , 轿 定 . 
可 以 所 大 的 %w 秆 ,使 


Kz 
而 内 兹 "es 
. A Cx > pa Gry 


这 三 oO0 香 赴 后。 其 在 恋 


Go Ya 
el- “9 
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那 末 对 于 菜 个 网 年 的 n， 
~ 3 due 
现在 可 以 到 大 的 s 值 ,使 


2 人 je? > 如 


上 上 后 的 有 有 劣 和 显然 an 因此 ao>a， 这 与 a 序列 不 沽 而 超 和 
于 4 要 节 盾 、 汪 中 精巧 定 更 得 斌 。 

现在 荆 关 积分 的 党 全 关于 性 。 合 .六 D) 在 4 上 上 可 和 ,而 这 集 
合 分 解 成 有 穷 多 或 可 数 无 穷 多 可 测 集合 所 ， 而 这 些 和 集合 的 测度 有 
须 或 无 穷 。 如 此 刚 ./(P) 在 每 个 四 上 都 可 有 和 [。 酝 设 CHICESC… 
着 测度 有 盎 和 的 集合 订 列 ,共生 限 是 4。 芳 冉 户 度 有 穷 的 集合 &E 吕 = 
GWG 中。 当 s 增 大 时 这 集合 坎 天 ,而 lim 5 一 06， lo 一 全 
十 CEY 十 CPP 十 …, 大 由 有 边 的 集合 两 两 无 公 点 。 对 于 测度 有 劣 的 . 
本 和 集合 ie) 可 
J fe |/ Pa 


层面 数 了 了) 是 下 的 ， 在 这 公式 中 全 s>co， 并 应 用 上 面 的 辅助 定 
理 ,可 得 [501 中 的 (20)。 在 一 般 情形 下 , 这 钻 渝 也 是 正确 的 , 这 可 
访 由 公式 (187) 及 它 对 于 .Pr(P) 与 /-(P) 都 正确 这 一 事实 得 出 。 
与 这 完 公 一 梯 , 页 以 评 明 [50] 中 的 性 贤 6。 现在 省 明 积分 的 
站 对 这 各 往 。 妓 了 (P) >0, 着 凡 改 它 在 如 上 可 和 。 预 守 正 数 s 。 
取 % 足 够 大 ,使 不 等 式 | 
me JG(d) < C140) .| 

成 立 。 对 于 含 于 如 中 的 托 间 集合 o 可 以 写 
| ea =| 00 +| 7Gde)。 


dy 
使 积 分 在 湖 度 有 穷 的 丛 全 6 上 的 经 对 述 纺 性 ， 在 6eoe 上 的 积 
盆 当 9G Le 一 6 时 趋向 于 每 。 如 此 在 Ge 上 的 积分 可 以 取 成 小 于 


量 . 污 淮 测 诺 集 合 上 的 1 类 :95 


,只 须 取 G(e) 足够 小 就 通 了 。 依 (140) ,在 (3 一 0m)4 上 的 各 
分 也 所 3。 所 以 在 。. 上 的 积分 不 大 于 sa， 而 杷 对 速 粮 性 浆 明 了 。 

T6551 中 的 宠 理 ,2, 3.4 也 不 难 推 )” 鹿 测 度 无 穷 的 集合 .上 
去 。 例 如 可 区 明定 理工 。 许 s 是 预定 的 正 数 。 取 是 够 大 的 mn, 化 
下 面 不 等 式 成 立 : 


ho| o 


| FP)G Cae) <eo (141) 
伍 许 差 了 (P) 一 六 (P) 的 积分 : 
(| -fd9 G8)|< 


< F-72660 + CAO6C)|。 (149) 


在 集合 全 一 "于 ,用 不 等 式 1 一 fA，<2F, 而 合 民 条) 可 得 
1 78 < ff) < 


<|. 2FG (dS) < 28, 
对 于 测度 有 穷 的 集合 9eo， 定 坦 已 得 证 ,所 以 存在-- 数 术 , 使 当 
n> 入 时 (149) 有 过 第 -项 二 s 。 各 此 得 当 %> 时 
3 | Cr-#28 0) 


而 既然 & 是 任意 的 , 定理 得 证。[5 红 中 和 革 余 定型 也 完全 同样 地 就 
阴 。 


大 35， 


65， 无 穷 测度 集合 上 的 Za 类 ”类 7 的 作法 及 正 交 责 数 的 
垦 兴 不 难 推广 到 浏 庆 无 穷 的 集合 如 上去。 我 们 裔 在 测度 无 劣 的 人， 
合 了 上 的 而 数 f(P) 属于 Z， 是 指 它 在 如 上 可 测 , 而 它 的 六 方 
挛 (PP) 或 它 的 艳 对 值 年 廊 | 了 (P);? 是 在 @ 上 可 和 的 痪 数 。[56] . 
中 的 一 切 定理 , 除 定理 外 ,仍旧 有 效 。 在 定理 1 中 本 质 上 应 用 了 
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油 度 有 穷 这 一 性 里。 很 容易 举 一 个 讽 ;说 明 导 于 了 的 加 数 不 - 一 害 
可 和 和, 例如 所 数 卫 在 站 ， co] -上 属于 工 ?; 因为 - 记 可 祝 ， 供 晤 数 二 不 


可 和 。 此 外 , 诈 角 定理 8 半 电 让 用 了 测度 有 有 穷 。 更 在 证 明 , 这 定理 
在 终 的 浏 度 天 穷 的 情形 下 仍旧 正确 。 丽 属于 i 上 的 的 区 数 序 
烈 产 CP) (= 二 3， …) 自 收 和 化。 汕 4 是 出 下 面 不 等 式 定义 的 区 
由 :一 % 志 sw 志 一 WY 和 MM 一， 2 王 数 及 ( 卫 ) 属 于 上,， 
并 在 每 个 4 上 和 收效 ,因为 非 负 西数 让 4 上 的 积分 不 大 丁 这 疯 
数 在 全 平面 上 的 积分 。 由 人 7 中 完 进 8 的 证 明 可 知 从 序列 有 ( 卫 ) 
中 可 取 一 部 分 序列 frp(P) ,fw《P) ，…， 使 这 部 分 序列 在 4 上 
殖 表 收 敏 。 册 这 一 序列 申 又 可 以 取 一 新 的 部 分 序列 fr(P)， 
?了 )，…， 使 这 部 分 序 刘 在 4 上 至 通 收 佣 。 如 此 煌 和 绫 下 去 。 
不 难 寺 出 , 部 分 序列 .Aie(P) ，jep(P)， ;在 吧 上 将 台 收 笋 [ 比 


较 B97]。 惟 了 (P) 是 这 部 从 序列 的 极限 画 数 。 让 然 序列 六 (B 在 、 


2 上 和 白 收 各 ,对于 任意 预定 的 正 数 。， 必 存在 一 个 数 太 ， 使 
jE 一 PJ?G (4) <e hr 及 mw 刀 时 成 立 。 
无 限 地 培 加 4 与 在 [571 中 一 样 ,可 得 
CCP -APG <e 当 o> 闻 时 成 立 ， 


于 是 完 理 8 证 明了 。 
现在 考察 在 无 穷 区 半 〔 一 co, 十 co) 上 关于 肠 员 格 积 从 的 类 
工 。 对 于 性 意 元 f(e) 及 主意 预 定 的 正 数 ss 必 存 在 一 个 正 数 Y， 
. 
os<[ {w) dw— Ge fw dr eo 。 


定义 曾 数 网 [o) 如 下 :在 区 朋 [~ 丈 , 十 W] 上 由 (z) 一 了 (2) , 而 在 这 
区 尚之 外 %(e) =0 。 依 上 面 不 等 式 可 知 


Nm 


和 
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ed AOPACGE EL 


三 人 Joeae+ 人 产 [cz Te:, 

出 此 二 智 只 在 某 一 有 有 汶 区 疝 工 并 于 等 的 两 数 由 (o) 粗 记 一 个 如 性 
做, 谭 这 鼻 钼 短 在 Ls 中 到 处 机 害 。 由 此 ,与 在 [6 匡 中 先 公 一样 .可 
知 花 区 餐 ( 一 ,十 ce) 上 和 过 人生 而 局 于 心 的 画 数 租 成 一 个 在 中 到 
处 杀 稚 的 红 锭 戏 。 与 在 [6 匡 中 一 - 样 , 容易 证 明 , 几 在 有 老区 项 4 
十 数 ex 下 一 2， 2) 击 在 这 些 区 疝 之 甸 等 于 零 的 琴 数 
oft2) 雏 戌 在 Lz 中 到 处 枢密 的 全 合 。 此 叶 产 可 惧 交 写 当 qx 以 及 区 
网 4 的 克 到 兢 是 厂 理 的 ,于 站 与 在 [1 中 一 样 ,证 硼 了 了 的 可 分、 
许 。 在 区 沿 ( 一 ce, 十 ce) E [6 指 第 一 先 理 志 是 正确 的 。 在 这 情 
形 中 多 项 式 已 给 然 丰 局 于 Ls 了 。 在 这 情形 中 也 可 以 上 5 在 1531 中 
一 样 邮 作 由 证 位 可 数 病 人 :有 耻 类 工 s ， | 

做 洁 鲁 ,可 这 经 东 潜 腊 男 数 做 为 区 阳 ( 一 co， 人 
次 组 [TI; 221] : | 
gr(r) = (—D)*es” Fi (er 
而 控 六 尔 画 数 足 区 向 (0,cs) 上 的 封 阳 正 交 组 [IIT; 184] 

we(o) =o¥ (pte) 
这 旺 合 加 的 证明 可 玉 二手 的 (党 站 已 理 学 万 法 "下 一 
韦 中 苇 到 [ 沦 1 88 页 ]。 

84，、 锅 变 的 积 从 画 数 J 0 孝昌 鄞 杰 斯 
丙 分 测 管 温 议 丽 数 G 人 en 基 非 负 的 。 现 主 居 疝 号 一 情缘 ， 印 积 芬 
面 获 G42) 是 由 固态 区 国医 北 (4) 得 出 的 。 Xi 有 
小 成 两 个 3 :人 AB 这 的 旧式 : 


© 全 省 注 : Courant, RK. —Hilbert, D. Methoden der Mathematisehen 
Physik 。 


EE ~、\ 
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ee i OO CO 


, G(4) 63(4) 6h), 
而 . 

Gi (4)= 了 IFC4)+G(C]; GM)=B 4) -G4)], 
工 且 了 了 (4) 号 (4) 在 区 斯 4 上 的 全 变 耸 。 由 西数 Gd4) 与 
Ga(4d) 各 可 以 得 出 非 负 的 , 狐 法 的 ,正常 画 数 全 (6) 与 名 (全 来 ， 
ee I 及 Lo,。 用 Lo 表示 上 6s, 与 La 的 翁 

浴 部 分 ， 划 . Lo 仍 是 集合 的 并 体 ， 在 这 阿 体 上 定义 完全 加 法 的 正 
常 画 数 

G(O 6 (6) — G8)。 
取 莫 负 的 加 法 正常 区 间 浆 数 
: Vd)= G4) 40s(4), 
扩展 它 可 得 画 数 三 (E) ,后 涯 定义 于 阳 体 Ly 之 上 。 应 用 上 面 公 式 
与 两 数 G:(4) 的 非 负 性 ,容易 证 明 , 是 Do 及 工 xc, 的 公关 部分， 
就 是 说 7r 与 Fe 重合。 首先 必须 证 明 , 对 于 任意 集合 如 相对 于 

男 数 六 (4) 的 外 测度 (就 是 161y) 等 于 相对 于 夯 数 的 (4) 及 
Gs( 直 的 外 测度 之 和 :就 是 说 |] 人 Sy 一 18 1a 十 1@1o,。 然 后 ,应 用 可 
浏 性 的 定义 ,容易 证 明 , 如 果 世相 对 于 六 (4) 是 可 测 的 ， 那 来 它 相 
对 于 Ga (4) 及 的 (从 也 是 可 测 的 ,而 反之 ,如果 宅 相 对 于 Ga(J) 
及 Ga(4) 是 可 测 的 , 那 末 它 祖 对 于 六 (4 也 是 可 测 的 。 积 分 对, 必 
须 孝 察 相 对 于 六 (4) 可 测 的 巩 数 (PP) ,也 就 是 戎 察 相对 于 G1(4) 
及 Gs(4) 可 测 的 夯 数 类 。 积 分 自然 地 由 下 面 公 式 定 义 : 

{F200) =| FP) Ge) -| 7CPD)eaGe)， 
必 的 存在 是 由 右边 两 积分 存在 而 决定 的 ,而 所 前 存在 是 指 这 些 猴 
分 的 答 有 穷 。 在 相 皮 的 情形 下 上 号 的 公式 的 右 近 可 以 变 成 不 定 
式 。 两 个 画 数 忠 做 相抵 的 ,是 指 宪 们 相对 于 六 (的 是 相抵 的 。[53] 
中 的 积分 性 质 二, 4, 5, 7, 8, 9 不 经 改变 傅 然 有 效 。 在 性 质 3 中 
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不 等 式 (16) 须 换 成 不 等 式 
| FCP (dae) | <| {fCPY IV (Ge) 
Ed | ° 
” 闪 往 宽 6 中 般 数 昌 扩 的 收 族 舌 措 成 下 量 毅 数 的 收 钱 : 
S| ma， 
R=1 J Fk 
侧 节 后 ,在 许 质 20 中 不 等 式 (50) 换 成 不 等 式 
|f ze s| sr ae), 
:Js 好 


依 积 分 的 定义 ， 可 各 面 数 是 指 和 可 对 于 上 让 (人 9) 可 和 的 画 数 。[55] 中 
定理 1 与 2 (基于 到 梅 限 值 的 ) 不 经 改变 依然 有 效 。 

不 难 抬 职 分 令 念 推广 到 下 面 的 转 形 ; 就 是 两 数 (4) 是 公信 
函数 : 

好 (一 四 (了 二) 

而 GX4) 与 信人 征 窗 雪 磺 数 。 应 月 这 两 示 数 的 型 式 分 解 ， 

GIN- GD); Gd)=07(4) — (4), 
可 得 仅 式 | 

GCM) = (GH(4) -04d)) + (GI( 4) — Gd))i, 

由 而 洲 G44) 可 作出 认 数 G4(6)，, 后 靖 定 义 于 阴 体 Le 上 上 ， 而 这 内 
体态 是 团体 Las 及 Los (4 二 1 2) 的 公共 部 分 。 相 对 于 GE ) 可 浏 
责 数 的 定义 和 积分 的 定义 | 而 彼 积 分 西数 也 可 以 
是 复 值 的 。 

在 一 个 变数 的 情形 ,对 于 固 变 责 数 ,有 暴 式 gz) 一 六 四) 一 gz) 
成 立 , 而 只 (2] 与 ga(%) 都 是 不 碳 丙 数 ; 那 末 积分 可 以 全 成 下 型 形 
式 : 


| ye 四 =| fag te) -| 7GDaoro) 
如 果 取 人 至 变 分 >(O 一 go) 二 ga) , 那 末 下 面 不 图 式 成 立 : 
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i feign | < [Fo) dp(w), 
而 /hz) 依 i8) 及 gste) 的 可 和 惧 与 藉 依 v(z) 的 可 和 性 间 
效 。 
67。 特殊 税 有形 ”在 建立 积分 概念 时 ,我 们 把 了 积分 的 基本 集合 分 戌 一切 
可 能 钓 可 测 集 合 nt 成 更 特殊 形式 的 


- 部 分 区 域 。 在 本 必 中 关于 这 问题 亚 放 一 些 注 活 , 共 为 简章 起 录 设 被 积分 范 数 
是 有 办 的 。 如 ed ap 作 和 和 
58 =- MxG (Sx) » | 

这 上 与 其 一 分 制 法 f= 二 如 二 … 寺 5 相 习 。 把 撑 一 集合 55 换 破 集 合 尺 ， 后 
者 态 是 含 于 4 中 的 怠 集 合并 油 是 GG) 二 人 (6x)。 此 时 在 仁 . 上 到 的 事 数 
值 下 骗 界 mi 不 小 于 ak 而 则 余 的 筷 合 了 一 {并 十 的 十 +tm) 是 是 如 集合; 其 
讽 度 是 知 。 

与 痢 分 尖 去 站 相应 的 和 sa 是 

$4, = | mE) ， 

小 于 兰 还 郑 和 ,而 如 此 在 决定 5; 和 的 上 确 异 时 (这 就 是 积分 什 ) ,可 以 把 

只 分 下 下 集合。 所 以 如 果 基 本 焦 合 是 卫 集 合 ， 那 未 在 作 积分 时 只 须 把 这 
关 S 类 夺 马 迷人 

设 共 本 集合 4 是 开业 合 。 可 以 取 一 个 含 于 名 中 的 于 第 合 x) 使 

和 雪人 (8p) — GF) SB (b= 2 9 4) 
而 sx ， 
余 的 集合 二 8 一 (了 十 了 十 … 十 部 ,) 是 开 第 合 , 而 (67) 去 ad 十 sa 十 

i ee 合 下 是 新 分 荐 ;把 4 分 成 崩 的 及 于 的 集合 了 Fay 了 sy 区 '， 
障 ?x 及 mW! 是 了 (DD) 在 本 及 说 利 的 下 确 界 。 那 未 tm 而 


$= DY ml (81); 355, 一 和 mh CFR) + mG 2) o 


如果 |f(P) | 返工 ; 邓 玉 俯 前 边 的 估计 -; S080 3Len, 而 旗 然 jo 是 拭 童 的 由 
此 可 知 ;在 政和 5 的 上 确 界 时 只 须 萝 虑 sa 而 在 作 汶 种 和 时 只 分 皋 成 开 的 与 、 
朋 的 焦 合 ,就 是 说 ,在 开 沫 仿 上 积分 时 只 有 顷 分 解 革 本 集合 成 开 的 与 角 的 集合 : 

如 果 。 是 有 异 秆 集合 ,而 了 (P) 是 在 上 一 小 各 入 的 , 那 术 积分 是 歼 朗 - 
斯 拉动 杰 斯 和 的 极 隐 ; 


全 特 } j 仿 形 形 “0 了 


一 一 < 一 -一 一 -一 -一 一 一 一 一 -一 --- 一 --- -一 -一 -- ee ep 


nm 一 六 7CPDG(zo)， 


六 及 强生 食 各 的 直径 中 义工 大 址 趋向 工人 宇 。 提 醒 一 下 ， 所 让 集合 的 可 低 是 
这 未 合 中 灿 任 滴 容 点 膨 让 遍 的 圭 确 界 ， 于 而 精 区 之 正确 注 可 以 由 下 面 事实 略 
a Ob 了 LD) 的 一 至 束 秆 竹 S85 一 s6 在 上 迹 条 件 之 下 趋向 王 吉 [3]。 
肝 具 纹 设 在 开 集 合 5 十 韦 籽 的 欧 数 (1) 是 和 有 异 般 也 就 侣 了。 我 们 
而 以 作 放逐 漠 扩 大 的 开 集 合 5 中 使 其 汇 限 是 6 而 2 的 阴 包 9 位 
于 B01D 之 由。 如 果 这 时 岂 与 任 囊 go0 有 从 点 的 部 分 集合 5% 的 丁 保 中 最 大 
者 这 漳 于 圭 , 那 术 与 上 面 | 一样 :看 按 可 知 ，Sa -ss 趋 于 次 。 菠 本 开 扩 全 8 凋 以 
是 天界 的 ;但 让 有 六 的 演 度 [比较 所 。 

总 有 -江上 庶 有 汶 的 开 代 合 So 而 测 麻 大 出 国 炒 如 (8) 决定 的 。 为 简 刍 起 
拖 可 六 让 i 的 界 点 灰 成 的 集合 to ( 它 迁 9 阅 ) 有 有 宕 济 谋 ， 肌 是 说 Glo) = 。 
训 契 加 本 的 开 作 合 ; 而 下 是 卓 信 的 这 点 思 成 的 牺 合 。 歼 果 GUY=0， 
汤 术 祭 合 站 陡 伏 正 则 集合 或 大 滴 于 G《 扩 的 这 徽 区 上 成， 会 匣 数 和 (6) 的 开 . 
性 ; 正和 拱 合 的 特征 如 下 : 旭 果 05 鲫 开 集合 次 入 序 列 ; 而 其 极限 是 集合 4 和 
朋 旬 5 那 玉 G3 一 G06) 。 这 上 与 下 迹 潜 网 效 : 如 果 用 0 一 61' 夫 集合 60-8 
让 具 点 的 集合 , 那 末 > 

G6) +G(Co 一 6) =G(Co)。 


可 以 租 , 对 于 正则 集合 , 共 周 界 上 的 企 部 路 昌 等 于 天 。 如 果 取 其 -- 开 集合 的 
者 中 网 ; 而 这 序列 是 依存 于 兴 -- 还 边 变 浅 的 参数 的 ， 诗 呈 汪 个 集合 的 同和 所 含 
2 侣 的 内 部 那 末 在 这 序列 开 絮 合 之 所 只 能 有 有 洲 乡 或 可 激 元 7 
pd 计 正 刚 剑 合 。 这 证明 与 以 前 莉 明 则 洲 人 数 有 穷 式 可 数 元 穷 时 完 
人 [6 ， ni 下 过 的 夫 数 ,在 任意 预定 的 开 焦 合 的 任意 近 外 此 有 
ee 站 本 
作坊. 上 的 各 分 时 可 以 分 解 5 成 开 的 正 划 集合 , 并 在 其 相应 和 55， 5S 及 
gs 中兴 红 G9) 在 分 解 出 的 开 人 能 合 上 的 值 ， 面 在 定 确 界 时 只 在 上 述 那 些 天 集 
合 的 下 于 也 补 积分 轿 数 87) 的 十 。 由 三 壕 诗 正 则 开 焦 合 的 罩 上 强 点 钥 成 的 
寻 集 全 是 江 庶 为 堆 的 ， 疝 略 去 这 些 集 合 竺 不 影响 上 这 和 六 职 分 的 数值 。 如 
挫 ACP) 在 加 是 -波束 镇 的 ! 比 如 襄 ` 可 坟 引 中 无 航 地 和 分 上 述 正 期 集 从 时 
的 任意 市 殉 re 。 否 芒 介 -个 事实 。 如 果 我 后 屋 补 积分 画 效 在 积分 此 本 策 合 
名 之 外 等 于 党 ;天 术 做 为 油分 区 域 可 瑟 取 中 侯 “ 好 " 面 社 含 轴 的 集合 ; 例 志 识 
的 ;次 可 趟 一 包含 ga 的 有 和 穷 开 区 则 。 


2023  ， 第 二 训 ”集会 涡 数 与 咏 内 格 各 区 - 


68， 生 积分 的 的 简 “我 们 转身 研究 勤 只 格 重 和 分 洽 的 基本 辕 
果 , 把 重 积分 化 成 黑 次 的 坚 积 分。 河 忆 一 下 以 前 第 积分 座 中 的 相 
应 敌 果 HUI; 97]。 如 果 面 数 Fe 9) 在 有 穷 半 区 但 4[@ 志 2 二 ; 
ce<y< 丰 之 上 速 种， 痢 来 把 重 积分 化 成 两 六 单 积 分 的 公式 成 查 : 
jf,waray=| Tray ,| 
-| 由 rw， as joy。 
_ 现 在 对 于 革 具 格 积 秀 陈述 和 类 的 定理 。 这 完 理 首先 由 意大利 数学 
家 传 必 尼 在 1907 证 明 的 。 
传 必 尼 定理 。 奴 f(z, 妨 是 在 有 穷 区 闻 4[e<s<b;e <y<Q] 


NA 


区 基 [c ,所 上 部 先导 于 YY 可 和 的 ,而 西数 


he) 一 | f(z, y)dy, (148) 
在 区 介 fe, 轨 上 多 肖 有 宏 义 ,在 这 区 岗 上 可 和 和 ,并且 签 式 
vr 、 Nh 
J Waray=[ [| fee, way]ae (144) 
二 - 
成 立 。 交 换 积 分 次 序 而 得 的 完 余 机 类 的 命 晤 出 成 立 。 如 此 可 得 站 
式 Te 


由 eam= {hos, Das dy C45) 
本 

注意 在 上 壕 定 焉 之 中 ,积分 部 是 取 做 勒 只 格 的 意义 的 ,而 是 数 
的 可 和 狂 也 是 依 这 种 写 义 的 .关于 员 数 可 和 性 的 畦 说 自然 包含 车 
关于 其 可 测 洽 的 精 洽 。 应 当 注 意思 数 (143) 可 以 大 不 定义 于 区 出 

Te, 亲 的 一 切 点 处 ,但 若是 在 这 区 则 中 迪 肖 定义 的 。 关 于 画 数 
TD) 一 | fe, wae (146) 
也 有 同样 的 核 霸 。 伟 必 尼 害 再 的 证 明山 当 复 妇 ,为 了 证 明 轴 清 楚 
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起 见 , 上 面 把 定理 的 陈述 限于 特殊 情形 。 下 面 将 指出 各 种 更 一 般 
的 陈述 。 为 了 话 明 定理 先 念 述 几 个 埔 助 定理 。 

辅助 定理 I， 如 果 对 于 在 区 全 4 .上 可 和 的 页 数 户 (z, 力 ， 
Pa(2 拉 ， joy on) 情 必 尼 定 理 正 确 ; 半 未 对 于 这 些 面 数 的 任 


PT TAT EE NA 


意 栈 性 组 合式 


fe Df WD, Gd47) 
该 定 理 也 成 立 。 
如 果 由 变数 ”的 区 间 上 去 掉 某 一 测度 为 零 的 集合 4, 每 个 上 述 的 
画 数 .六 (2 用 依 辅 助 定理 的 条 件 是 在 区 上 间 [e, Q] 上 依 y 可 和 的 。 
如 果 从 区 时 [a, 好 上 去 掉 集 合 4= 4 十 如 十 … 十 4 那 末 对 于 其 
余 族 z 值 丽 数 (147) 在 区 尚 [c, 加 上 依 % 是 可 和 的 ,而 4 的 测度 
是 雾 。 凡 夯 数 


halw) =| 户 (e, yay 

在 [a, 5] 上 除去 集合 4 外 都 有 定义 。 依 畏 助 定理 的 条 件 ， 对 于 夯 
数 felz, 力 ， 候 式 (14 纺 底 立 。 注 意 和 的 积分 规 期 及 册 积 牙 号 下 
取出 常数 内 子 的 法 期 可 知 公 式 导 4) 对 于 范 数 (147) 也 正确 。 晴 助 
定理 于 是 证 明了 。 

附注 ”如 果 关 于 图 数 及 (w, 分 只 慌 宅 向 对 于 区 肖 Fe, 四 中 的 
殖 通 = 值 在 区 间 fe, 9]. 上 依 y 是 可 测 的 那 末 显然 关于 加 数 (147) 
同样 的 糙 座 上 成立, 因为 可 测 商 数 之 和 仍 是 可 浏 的 。 

辅助 定理 2， 说 在 区 间 4 上 可 和 讽 数 了 (2 细 的 音 贡 序列 
收效 于 在 .4 于 可 和 的 而 数 (4 四。 如果 对 于 一 切 列 数 (2; 的) 
情 必 尼 完 理 成 立 , 那 未 对 于 要 限 丙 数 这 定理 也 成 亦 。. 

证 明 时 可 rv，Y) 是 不 减 序列 。 不 境 序 列 的 乱 珍 这 吕 化 成 
不 减 的 情形 :只 须 把.(2, 2 换 成 一 户 (z， 攻 鼓 够 了 。 依 辅助 定 
理 的 条 件 画 数 (2,; 9) 中 每 一 个 在 区 闻 Ee, 四 于 依 % 是 可 测 的 对 


0 锁 一 达 各 合 本 下 沉积 和 


生 是 可 和 的 , 如 果 从 次 数 % 的 区 央 te, 1 上 才 撞 革 一 测度 为 天 的 
集合 如。 如 果 从 Fa 可 去 掉 集 合 4 一 41 十 4s 十 … (这 集 介 的 测度 
也 是 才 ); 那 来 对 子 所 余 的 2 值 系 合 概 限 现 数 7(o, 切 在 [oy 四 上 对 
于 YY 是 可 渭 的 。 候 畏 助 定理 的 条 件 ,每 个 函数 

hl) = fw Wy ， de) 


,在 除 挤 淹 度 为 堵 的 z 值 集合 4 后 的 Iie, 外 玉 有 定义 。 如 虹 从 
ia, 如 去 挤 测 度 为 过 的 集合 4, 亚 末 人 148) 中 一 切 丙 数 对 于 所 余 
峡 2 信者 有 和 定义 ,就 是 说 这 些 本 数 在 殴 合 [ec 好 一 4 上 笔 义 , 而 依 

案件 ,在 [e, 如 上 可 和 。 序 型 如 (2) 是 培 序 刘 , 于 是 可 在 [4, 0 上 

殖 通 定义 其 可 测 的 标 限 画 数 XC%) 一 lim 如 (w)。 注意 息 条 件 对 于 

画 数 亡 (z;, 9) 傅 必 有 尼 定 理 适 用 ， 而 依 条 件 极 限 曾 数 在 4 上 可 和 ， 

我 们 可 以 写 


[h(a ea WAdr dy < fg, Ya dy 


由 此 , 依 人 6 四 的 完 理 2 我们 可 以 千 诠 ,hlw) 在 [ec 8] 上 可 和 , 而 下 
面 公 式 成 立 : 


[ Hs)de= Tim uf ho) de Tit 和 Wardy, 
男 一 方面 , 依 [55] 的 定理 2， 
lm “站 fe, YI A y= je， dr dy, 
而 如 此 可 以 号 
| hm) d= 中 fa Dag ay, (149) 
我 们 贫 定 义 醒 获 Re) 如 下 : 
一 lm 人 oO) 一 lim| foe, pay. 


为 了 先 妈 证 明博 助 定理 , 逊 须 证 明 画 数 jc, 办 对 于 [a, 厅 上 大吉 
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i QF 上 起 可 各 ,而 . bs h(ty) Eta, 杂 上 上 殖 源 可 以 用 
下 放 公 式 玉 示 : 


je) -| fs Daye (150) 


证 明了 这 点 之 后 , 牛 忆 9) ,可 知 对 于 画 数 f(z， 乃 傅 疙 尼 定 理 完 全 
成 立 。 设 B 是 fa, 可 中 凡 使 (2) 确定 并 每 于 二 2 的 一 切 点 所 成 
的 集合 。 培 (4) 的 可 和 性 ,集合 了 的 测度 靠 于 蔷 。 如 果 从 [a， 在 
工 去 掉 淹 度 为 零 的 集合 4 十 也 ， 开 未 在 所 余 集 合 上 ,就 是 悦 殖 通 在 
fa, 86] 上, 培 序 刘 (zw) 趋向 于 砍 数 及 (2) ,而 (9) 只 取 有 穷 什 ,就 
蚌 襄 对 于 几 层 于 集合 [4, 杂 一 (4 干 刀 的 点 4 两 数 户 (z 阴 的 不 
减 序列 在 [fe, 呆 上 依 和 9 的 积分 为 数 h(w) 所 界 。 依 人 5 困 中 的 定理 2， 
对 于 上 浪 的 这 些 4 值 , (4%,9y) 对 于 y 在 tc, 91. 上 可 和 ,而 公式 
| Y) dy=lim | f(y Ydy . 

成 立 , 并 及 皮 (148), 在 [a, 引 .上 画 数 h(z) 殖 有 双 由 公式 (2560) 起 示 。 
如 此 硝 助 定理 证明 了。 

附注 ”由 .上 面 证 盟 的 开始 直接 可 知 , 如 果 关 于 丽 数 f(x, 从 
只 裔 它 对 于 [a, 困 上 的 希 浊 位 在 [e, 中 上 依 可 济 , 闭 未 极 限 机 
数 fo, 四 对 于 fc, 下 于 的 将 带 ” 储 足 依 % 可 浏 的 。 

69， 特 征 而 数 的 情形 本 节 的 日 的 在 于 就 一 特殊 情形 证 明 倍 
必 尼 定理 ; 这 情形 是 积分 号 下 隔 数 力 是 属于 所 葵 区 上 呵 4 中 某 可 
测 依 合 双 的 特征 夯 数 。oc( 门 = or(zy 9 的 积分 显然 是 策 合 如 的 
测度 or 人) ,而 和 基 符 古 王 的 集合 。 殴 2 是 多 中 横 华 标 为 we 的 
证 点 所 成 的 焦 合 ,就 是 共 Eu 乃 是 与 击 米 ?= 的 相交 部 分 ,而 
这 集合 的 特征 醒 数 态 是 or tray)。 人 2 相对 于 9 的 可 测 性 与 基数 
wolves 只 在 区 闻 fe, 四 上 的 可 湖 性 同 效 ,而 如 果 星 的 是 可 浏 的 , 屠 
来 8 的 一 维 测度 ( 缴 示 成 %w (94)) 等 于 ae(m, 急 在 上 述 区 间 上 
的 积分 。@rtwvo, 的 可 测 性 是 由 其 有 界 性 而 保证 的 。 如 此 对 于 迁 


和 售 玲 搞 合 两 数 月 和 内 烙 积 牙 


征 画 数 or(z, 从 人 剧 必 尼 定理 变 咸 了 下 列 灶 沦 : 画 数 os(zy g) 对 于 
卫 ， 归 上 的 殉 源 < 秆 态 区 是 [es 中 .上 你 页 测 , 而 有 内 机 数 
ha) 一 mo ={ ola, Woy 
大 [&.. 纪 上 可 测 ; 并 且 下 玫 公 式 成 并 ; 
m0) = 人 oe, Woy ja (151) 
莘 划 之 ,对 于 殖 通 4 值 & 依 % 可 测 , 而 下 面 公式 成 立 : 
m= mE, (162) 
对 于 特征 责 数 ,我 们 将 逐步 地 证 明 依 必 尼 定 理 。 
博 助 定理 3， 对 属于 .4 的 任意 全 开 区 加， 开 集 合 ,及 集合 G9 
的 特征 一 数 , 征 必 尼 定 理 正确 。 


如 果 有 一 局 于 4 的 罕 开 区 赐 4 Fe<zsB;3y<<y 和 中， 玩 末 
wa(z, 9) 对 于 任意 4 值 是 依 儿 可 测 的 ,而 如 4a<% 志 6， 


， hlw) -=| wis, 200 一 3 一 ?， 
如 果 少 在 0 过 之 姬 ， hlw) 三 0, 辅助 定理 是 显然 的 ， 因为 二 的 
测度 等 于 积 (8 一 a) (5 一 7)。 开 集合 Bo 是 可 数 多 个 互 无 公 点 的 牢 
下 区 现 4 之 和 ,而 
Wa, 1, Y) -> ta (VT, Y)o 

依 辅助 定理 土 , 情 必 尼 定 理 对 于 有 上 穷 和 

人 RE y)， 
是 正确 的 。 当 % 增加 时 ,这 些 和 成 为 非 减 序列 ,而 这 序列 趋 前 于 
有 界 的 .从 而 是 可 和 的 、 画 数 wxke, 急 ， 因 此 依 辅 即 定 理 2 情 必 有 尼 
定理 对 于 ovv(z, 急 是 正确 的 。 最 后 屋 名 是 刷 于 开 区 章 4 的 某 第 
合 印 。 可 以 把 它 表 示 成 下 列 形 式 
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C= 1 O;, 162) 
k=] 


而 0 是 属于 开 区 尚 4 的 开 集 合 。 污 辣 ; 如 果 有 某 -一 Oi 不 脱 - 于 开 
区 间 , 塘 太 我 们 可 以 把 愉 挤 成 04 与 开 区 图 4 之 挛 。 依 (153)， 
aeitz， 幻 是 开 和 集合 
和 

的 特征 丙 数 omwfo, 妇 所 名 成 的 不 境 序 列 的 榴 限 ,而 既然 竹 必 尼 定 ， 
理 对 于 woeslz, 胃 碟 站 , 优 辅 助 定理 2 省 对 于 wssl%, 奶 也 正确 。 和 如 
时 GG 弄 伺 合 5 中 的 某 些 点 在 4 的 周 上 , 那 末 可 以 扩大 4 全 
CE 位 于 扩大 后 的 区 图 do 之 内 。 傅 必 尼 定理 对 于 op(yy 的 在 cn 
王 成立 。 由 此 , 汪 意 在 4 之 外 waifey 凡 一 0 直 搂 可 知 馈 必 尼 论 
理 对 于 wsi(z, 妇 在 区 肖 4 上 也 址 立 。 注意 凡 丰 本 睛 助 定理 中 所 
考 瘀 的 op(z， 肋 部 对 于 一切 z 值 是 令 Y 可 测 的 

坏 助 定理 4、 如 果 人 是 属于 4 的 集合 ,而 基 网 江 上 度 是 零 ， 
屠 示 对于， 6 中 几 平 一 切 点 ;一 - 杂 济 度 今 . 答 丁 鹤 , 而 对 于 
wp {tT, 信人 铺 必 尼 完 定理 成立 ， 

作 砍 于 4 的 G5 型 集合 佑 它 介 六 人 6, 而 使 me 人) := 
二 0[86]。 沁 玉堂 = 人 -一 《 的 一 各 而 拨 然 可 (GE 二 0,m( 一 各 一 
=0, 闭 示 m1) =0 。 对 于 必 傅 必 尼 完 理 成 站 ,而 可 以 叶 


多 4 
| 中 Des tT Wady lde=0 
位 于 方 括号 之 内 的 曹 是 非 负 的 ; 依 [501 中 的 性 质 插 , 在 区 办 
ow 所 5 上 殖 通 有 
| ositgy Ydy =—0 

由 此 可 以 洪 册 ,集合 29 与 九 乎 一 菇 下 行 Fy 牺 的 直角 的 各 安 部 分 
的 一 纵 淹 度 孝 等 于 堵 ， 

因为 C86, 所 以 对 于 集合 4 上 壕 的 性 质 更 成 区 ,就 是 说 ,对 
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玉 fte, 好 中 的 希 逼 2 念 ，， 
| oefo 00 一 0 
因此 ,对 于 aekz, 急 情 必 尼 定理 成 立 : 
GD) 一 Dr= -{[ [fice, Way |dz, 


埔 助 定理 5， 对 于 4 中 中 任意 页 和 人 合 台 -的 转生 两 数 wd,g)， 
情 必 有 尼 害 理 戌 次。 

作 属 于 4 的 Gs 型 集合 人 5, 便 它 复 次 如 拉 潢 足 二 -6)= 
=0 。 依 辅助 定理 3 及 4, 传 必 尼 定理 对 于 和 货 合 名 及 咒 -6 的 
特征 岗 数 者 成立。 但 we lz, 二 was(t; 3 十 wps-elz， ， 而 大 
助 定 表 工 , 情 几 尼 定 理 对 于 wes(w, 力也 碟 立 。 

注 本 ,如果 可 测 无 界 华 合 好 的 测度 有 劣 , 那 未 纪 对 于 殖 遵 Y 
值 部 可 测 ,着 且 公 式 (152) 成 立 ， 这 糙 基 可 以 由 有 界 和 集合 情形 取 极 
限 值 而 直接 得 入 。 如 邮 容 易 菲 明 , 如 虹 5- 只 基 可 测 的 , 那 未 如 对 
于 殖 逼 * 秆 神 是 可 测 的 。 如 果 此 外 m(6。) 是 可 和 的 , 那 末世 的 测 
度 有 劣 ,而 公式 (152) 成 立 。 畏 肋 定 理 4 显然 对 于 死 界 集 合 也 成 立 。 

?70.， 传 必 尼 定理 “为 了 完全 证明 傅 必 尼 人 定理 ,还 须要 一 个 区 
浊 的 辅助 完 = 阳 、 

辅助 定理 误 f (x, 仆 是 4 是 4 上 一 个 可 测 丽 数 , 大 在 4 上 只 取 
有 穷 多 个 有 劣 包 , 那 末 情 必 尼 定理 对 于 /zx, 办 成立， 

庚 4= 克 二 6 二 Ey 而 当 点 (2, 中 属于 策 合 人 时 ， 
fv; 殷 一 ce( 作 一 二 2， 罗 ， 字 )。 我 们 可 以 把 Atzy 9) 表示 成 集合 
65; 的 特征 两 数 的 线性 组 合式 : 


fs 9) = p> cra (Tt, ) 


而 情 必 尼 完 理由 辅助 定理 ] 及 5 直接 得 出 。 
符 上 面 那 些 辅助 定理 的 基础 上 ,和 傅 必 尼 定理 的 坛 明 就 很 容 另 


1 


~_ 


- 代 此 必定 理 20g 


了 。 号 六 ee 公 在 才 上 可 和 。 分 务 它 研 正 全球 分 :7 的 一 Paza 
不 一 产 (z, 扩 。 全 朝 助 定理 工 , 只 须 弯 明 对 于 广 履 广 优 必 眉 定 
地 成 立 就 够 了 ,就 是 滨 , 在 证 明 中 无 妨 设 可 和 Hi 数 .fr 吃 吓 非 入 
的 。 由 [47 得 知 ,如 王 的 贾 数 斌 以 表示 成 - * 个 不 城 的 画 数 序列 的 
极限 醒 数 ,而 这 序列 中 的 夯 数 户 (e; 2) 是 可 济 的 、 非 贫 的 、 硅 旦 只 
取 有 劣 多 个 值 。 依 博 助 定理 6, 傅 必 尼 定 理 对 于 谢 数 fz, 9) 成 
立 , 所 以 傅 辅 助 定理 2, 这 年 再 对 于 (le 四 出 成 立 , 于 是 傅 必 有 尼 定 
理 就 证 明了 。 

注 洲 , 在 体 必 尼 定 理 中 , 丛 假 裔 了 tz, 级 在 区 沿 4 上 可 和 。 在 
这 条 件 之 下 , 依 傅 必 尼 定理 ,在 公式 434) 及 人 45) 中 有 边 的 两 次 积 
分 有 注 义 , 工 给 出 (zy 的 在 4 上 的 蛮 积 分 来 。 如 华 右 边 积分 有 ， 
什 义 , 而 反 过 炉 断 定 重 积分 存在 , 闭 是 不 正确 的 。 有 例 存 在 , 喜 明 
在 下 式 (44 及 (145) 右边 的 积分 存在 ,并且 积分 的 若 米 彼此 要 
等 ,但 丙 数 (2, 9 在 4 上 是 不 可 测 的 ,或 可 测 而 不 可 和 。 但 如 虹 
Fe 在 区 并 4 上 是 非 负 的 , 那 末 反 过 来 的 精 若 也 是 正确 的 ,而 
下 面 的 定理 起 立 。 

定理 ”如果 f(%, 办 在 区 间 .4 .上 可 测 间 是 非 信 的 , 那 末 由 盈 
式 (144) 中 在 边 黑 欢 积分 的 储 在 可 知 疯 数 Fo, 奶 在 4 上 是 可 和 
的 ,并 且 对 于 这 丽 数 传 必 尼 定 源 成 立 。 - 

设 肥 式 (144) 右 边 的 聚 积 分 有 意义 ,就 是 就 , 画 数 ( 芭 对 于 
区 沽 [a, 缮 -E 殖 通 ” 值 是 存在 的 ,并且 在 区 疝 [c, 人 上 可 和 。 取 画 
数 


nn 
Ule, l,m Le 份 如 果 DE 
这 些 商 数 是 有 界 的 、 可 湖 的 、 塌 卫 租 记 一 个 不 减 序 齐 , 涝 极其 县 
了 (vw; 四 。 盟 然 这 些 画 数 是 在 4 上 可 和 的 , 而 对 于 它们 , 依 必 尼 定 
理 成 立 。 我 们 可 以 等 
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[be oem=| [crewnt]an。 
但 Ef, JE f(g, 9) ;所 以 
由 es we dy | Me)an， 
由 中 可知 [58]7(z, 仿 在 4 上 可 和 。 


嗓 工 如 果 ffz; g] 训 号 ,但 对 于 | 了 3, 切 | 两 个 办 次 积 苍 之 
中 有 一 个 存在 ,于 末 依 定 理 [je 轨 | 是 可 和 的 ;因此 Fe, 四 在 4 


， 上 也 可 和 , 而 对 于 ' 究 情 必用 完 班 仍 适用 。， 


骏 2， 和 如果 f(z, 2 在 4 上 可 测 , 并 且 对 于 歼 肖 zz 值 都 是 依 
Yy 可 和 的 那 末 南 公式 (148) 定义 的 而 数 (x) 是 可 测 巩 数 。 与 通 
常 一 样 , 仍 可 发 7(%w, y) 是 非 贷 的 。 对 于 有 界 的 画 数 [f(z, 1] 
恒 必 有 尼 和 定理 成 立 , 而 


blo) = Tf, 的 jy 
可 测 。 无 限 地 增加 w， 可知 其 极限 放 数 (2) 也 是 可 测 的 。 
注意 几 个 情 必 尼 定 理 的 简单 推广 。 如 果 了 (2, 9) 在 可 测 有 办 
你 合 纯 上 可 和 ,于 未 下 面盆 武 成 去 : 


je, )an 0 =] [| fe ay ee 


=f, [fs warlay, (154) 
其 中 如 是 中 凡 栅 华 标 为 了 的 点 所 成 的 集合 , ,是 2 中 凡 焰 从 
标 为 y 的 点 所 成 的 集合 ，B。 及 B, 各 是 在 五 轴 与 了 机 上 的 抽 
影 。 在 6 及 人 .上 的 积分 可 能 对 某 些 4 及 Y 值 无 意义 , 但 这 些 值 
所 成 的 集合 的 测度 是 慌 。 为 了 证 盟 到 式 (15 和 ,只 须 用 有 和 汶 区 间 4 
复 盖 , 并 作 一 画 数 fo; 只 ,使 忆 在 的 点 处 等 于 fe, 从 ,而 在 
4 中 不 有 于 & 的 点 处 等 于 需 。 现 在 说 咀 ， 如 何 把 什 必 尼 定 理 椎 广 
”无 界 集 合 的 精 形 。 作为 例子 , 可 以 考察 整个 平面 。 我 们 只 须 者 
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察 非 货 量 数 。 如 此 ， 本 本数， y) 在 兮 拉面- 天 可 测 、 非 全 、 并 可 
和 和 ,就 足 开 ,~ 下 的 重 积分 存在: 


2 | | (os dry (155) 
冰 数 5, 2) 在 任 世 有 笼 疼 d[ 一 mn 一 Wj 上 也 
是 可 和 的 。 ni 下, 仿 必 有 尼 定 型 成 证 : 
J fe warey= | [| fe, wo ee 
另 一 方面 , 抵 罗 而 数 2; 2) 是 寿 俩 的 , 那 末 
于 Fr Vasv dy A 

所 以 ~ 

[fw Jar<4, 
无 限 地 情夫 ”% 并 应 用 [55 中 的 定理 工 , 可 得 

六 [resomlas4。 
再 增加 w, 并 应 用 无 穷 柑 线 上 积分 的 定义 , 可 得 不 等 式 

| “fl, Way|ar< 4。 (156) 
最 后 , 浆 明 上 面 不 等 式 中 的 < 号 不 能 成 立 。 如 果 它 果 轩 成 立 , 那 未 
必 存 在 一 个 正 数 &, 使 

[0 see, Werlee< so, 
从 击 

中 Flearay= | {| flz, Woy dv< A—a, 

而 这 不 可 能 ， ;因为 在 区 闻 4 上 的 积分 当 无 限 地 域 大 ”时 必须 趋 


向 于 积分 (155)。 各 此 ,在 做 式 (156) 中 必然 只 有 等 号 成 立 , 而 比较 
(155) ,可 知 在 至 下 而 上 傅 必 尼 定 理 也 成 立 。 由 上 面 的 证 明显 然 可 
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知 在 这 公式 中 出 现 的 嫁 妇 积分 也 存在 。 
也 可 以 对 于 任意 维 的 各 分 陈 近 短 几 尼 完 再 。 我 们 陈 进 其 相应 
竺 果 。 殿 dy 是 空间 Rmss 中 的 区 半 ; 其 维 数 是 如 +n, 并 用 由 下 
QSVED; mb 3 nis EDnts Dmitry 
而 4o 与 小 符 是 空间 六， 及 已 中 的 区 隐 ， 各 由 下 面 的 下 等 式 得 害 
尺 : 


An ROSS0 awo Ds ws ra Dm Om 
4 pn 1 bn 3 tn Dt :bm mto 

否 慑 COP) 是 在 区 间 dw4w .上 可 和 的 两 数 。 如 果 问 定 4 中 一 人 
Polwi, 22, | wD ) ， 那 洒 对 于 在 了 中 一 全 测度 为 震 的 候 合 以 外 
任意 选择 的 Po 点 ,了 CP) 者 是 在 中 中 可 和 的 商 数 。7O 站 水 上 
的 积分 

多 (1 0a pn -| FP) dem rd Tm Abn 
力 是 在 4 上 可 和 的 遇 数 ,而 下 了 面 公式 成 立 : 

上 f (PY dvides .drm = 


-| [ff CP dwn edn: denes dos dea--deno {157) 


傅 必 尼 完 理 还 可 以 简单 地 推广 汉 著 只 格 -斯 提 勤 杰 基 积分 的 
情形 上 去 。 响 有 两 个 有 界 培 两 数 gCz) 及 (4w)。 使 用 这 随 谢 数 , 可 
以 定义 乎 开 区 角 的 测度 G(4) 及 玉 ( 候 ,然后 扩展 这 些 疼 数 测 荫 
体 Lo 及 Lr 上去。 如 此 可 以 得 到 Lo 及 Lg 上 的 加 法 非 刍 正常 面 
数 G(E) 及 尺 (5)。 同 样 ,由 定义 于 第 面 上 的 画 数 gC2)#( 办 出 潍 ， 
可 以 作出 一 个 加 法 非 久 正常 面 数 难 (G) ,后 者 定义 于 本 而 上 集合 
的 一 个 阴 体 Ly .上 。 如 果 JP) =f(2, 细 ) 依 CE) 可 测 ， 工 在 笛 
面 的 某 区 岗 4 上 可 和 ,于 末 这 画 数 在 与 平面 的 区 岗 4 相应 的 王 辆 
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上 区 前 4 之 上 仿 丽 数 玉 (6 是 可 和 的 ， 
nn = | fin WES) | fw, Dak, 
ad i 
但 须 从 睫 汶 的 [ 区 浊 4 村 应 的 总 果 上 权 向 车 坟 扩 一 个 依 他 (2) 
浏 度 为 等 的 集合 。 西 数 (2) 在 4 上 上 优 SC2) 可 和 ,并且 下 面 侦 
式 臣 立 : 


| snes)= [epaatgo oO- 


-| 由 fe, arty) lagee), (158) 
姿 换 积分 的 次 序 , 可 销 得 出 由 类 的 第 二 公式 。 这 个 情 必 有 尼 定 再 的 
推广 的 让 名 每 代 几 尼 法 下 定理 宇和 何 耻 完 邓 一 样 , 只 是 到 处 招 彰 上 只 
格 积 苍 换 成 勒 员 品 - 斯 地 勒 杰 斯 种 分 ,而 使 勤 只 格 总 义 的 可 测 此 要 
换 成 依 画 数 全 (的 ， 玉 (O) ,CE) 的 可 浏 性 。 
附注 ” 注 半 , 和 如 果 关 十 册 数 了 tw, 阴 ,只 设 宅 在 及 面 区 殊 4 上 
可 测 , 那 未 帆 此 可 知 , 对 于 [e, 中 中 的 殖 通 * 值 ;这 而 数 依 ”在 
fe, 四 上 是 可 浏 的 ,而 对 于 [e, 呆 中 揭 殖 逼 % 值 , 它 依 在 fe, 8] 
下 也 是 可 测 的 。 这 命 是 可 以 真 搂 由 朝 助 定理 工 与 2 的 证 明 后 而 以 
及 情 必 有 尼 完 再 证 明 后 面 的 附注 得 出 。 
叶 、 炽 分 次 序 的 改变 再 举 出 一 -个 关于 积分 次 序 交 措 的 定理 。 
定理 识 汪 数 y(x, 让 Tl 4y 了 J.E 的 一 切 z 秆 痢 是 本 区 各 [ey 中 
上 会 上 可 和 的 :并 月 对 于 [cs 4 让 下 的 一 茹 位) 险 下 其 有 区 只 格 测度 等 于 堆 
的 一 个 + 候 集 食 旬 , 依 + 在 [x 门 小 是 疝 安 丘 数 。 上 汪 抽 对于.E 迹 一 本 值 ， 
画 数 2(ey 有 优 工 在 区 由 [ay 站 上 的 全 变 外 下 者 过 在 [cy 风 上 的 -个 非 负 可 
浏 本数 厂 玉 ( 由 ;并 月 积分 1 
| CO 人 (159) 
| t) at : (160) 
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Ee es 


是 在 [a,b 十 估 7 的 同 凌 柄 数 , 而 对 于 [wy 1. 上 任 息 一 个 回炉 画 数 ， 7 ;下 
加 公式 成 这 : 

| | ”uayduatan wa= 人 (zj (fe, ou|, (L601) 
丽 依 + 所 下 的 积分 是 勒 员 尾 积 分 。 


为 了 证 阴风 数 (160) 是 剧变 图 数 , 分 割 区 阳 [Lay 站 成 部 分 : 4=20<< 入 过 
一 2 二 TD be jj 于 这 分 划 作 和 tsL8]: ] 于 是 得 | 


4 4 ] 
| (ky nat—f’ gi 1 OA | = 、 


时 
ta= 2 
1 


a 久 jf [Ly Cis 0 一 gr Djat |， 


由 此 ， 
b<| SS lo D -9p-n lato 
但 依 定 理 的 条 性， 
Blow -9 | <F), 
所 以 


tA < Fit}at, 
而 出 此 得 知 , 奖 数 (100) 是 四 杰 困 交 。 :3 出 电 然 的 公式 
上 习 7 (Ee) [9 (sky t) 一 9((zz-nb 1)]at= 


= fe [forw pa- f gery oar], (162) 


其 中 & 是 区 阳 [x1; * 雪 由 其 -与 。 天 上限 地 硒 分 部 分 区 间 时 ，: 面 公式 的 右 
边 趋 向 于 公式 (161) 右 边 的 积分 。 对 于 区 风 {2, 妇 上 上 的 连 丢 画 数 /Ca , 下 面 
不 等 式 成 立 : |f(2) | 去 工 , 而 上 是 某 一 正 数 。 关 于 公式 (162) 左边 的 积分 号 
下 豆 数 ,有 下 列 关 茶 成立 


| CE 


<L 六 |g Grp PD —g (mg t) | <LF(E), 


使 用 [565 中 的 定理 1， 可知 在 公式 (162) 中 左边 的 积分 里 ;当天 限 地 纲 分 部 分 
区 并 时 可 以 在 积分 号 下 取 枉 限 秆 , 而 上 述 那 个 积分 号 下 画 数 的 怀 限 力 是 斩 据 
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Hime i Se ep edi 


新 术 斯 租 分 
| Fv) dg (rz, t)o 

最 语 在 公式 (52) 中 取 醒 中 什 就 得 出 公式 Z163) 来 。 闻 二 证 明 的 定理 有 并 个 
简 吊 鸭 手 广 。 例 如 研 芝 区 疗 iy 门下 寡 ) 向 两 数 .9) 企 这 区 阿 之 内 部 过 粮 
大 有 了 界 。 债 二 取 的 鞠 只 检 积 分 可 以 换 成 勤 具 桥 -折扣 勒 江 斯 积分。 全 g (cy 量 
职 的 砌 等 斯 提 许 杰 斯 和 分 可 以 损 成 - 汶 斯 提 蔓 杰 鞭 积分 ;而 可 以 设 苹 教 六 (2 
只 是 在 区 则 Le, 四 内 有 生 的 。 如 此 由 公 浇 (63) 石 边 积分 的 在 在 可 以 入 知 在 
边 积 分 的 仔 在 :并且 这 其 积分 机 漠 。 


wi 


附录 


论 把 勒 只 格 重 积 分 化 成 紧 次 积 


剖 德 眼 夫 条 天 与 卡 什 笋 科 (yapzBmes, ,I. .Ramenxo, 10. 
及) 人 原 开 “数学 科学 的 进 通 ” :第 七 答 第 六 期 (1952) , 241- 一 212 页 ) 

' 在 斯 米尔 诸 兴 “ :高 等 数 : 学 教程 ”第 币 管 (1947 年 版 ， 以 下 简称 
“ 教 种 站 由， 在 陈述 一 般 揭 情 几 尼 定理 时 有 一 点 不 正确 , 本 文 目的 
就 在 于 沂 除 这 一 改 。 

今 引入 下 面 痉 常 使 用 的 符号 与 假定 ; n, p,9 是 自然 数 , 使 
% 二 十 下 和 与 BY 是 亲 数 各 为 tr, p, 9 的 欧 几 里 得 襟 昌 , 而 
嫩 是 灵 与 之 符 和 。 空 出 站" 中 的 点 将 囊 为 (x, 中), 其 中 作 E 
EyE A 所 前 济 度 ,得 指 鞭 有 格 测度 ,并 用 符号 mos 表示 ;而 
对 于 色 合 在 所 ,EB? 2 中 的 傈 合 ,将 常 是 各 着 察 % 杂 的 , p 杂 的 ， 

g 杂 的 测度 。 改 上 上 己 E™ 用 J%w 表 瑟 相好 中 的 拉 影 ,耐用 Bw0) 

表示 和 集合 慎 与 超 乐 面 2 一 和 的 这 ;全 一 {mes Er) >0}。 下 
鹿 常 设 和 集合 召 可 测 ， 面 画 数 f(x, 9) 定义 于 名 上 日 在 五 上 可 和 。 
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对 于 每 个 定义 于 此 集合 4 上 上 的 硬 数 9， 用 | wa4 表示 丁 数 在 
Se 上 的 勒 只 烙 积分 (如 果 它 存在 的 话 )。 
股 集 合 马 的 测度 有 穷 的 补充 假定 之 下 , 在 “教程 "中 断言 
| 
| 70, oaB= [re ya ts) Jan,, 
但 上 写 的 式 子 并 非 永 沁 有 意义 , 因为 《由 季 单 的 例子 可 以 大 出) 可 
浏 集合 的 投影 一 般 滋 来 不 是 可 测 的 。 事实 上 ， 上 面 的 陈述 应 当 是 


像 下 面 的 : 
定理 1: 对 于 勾 个 在 集合 怪 上 可 和 的 而 数 (6， )， 下 面 等 
式 成 立 : 对 


| re wap= [| [re Wende) |aBs 


,和 有 边 的 第 二 个 积分 是 扩 收 整 了 ” 的 六 影 而 取 的 )。 这 一 害 
发 直面 两 个 定理 成 立 ; 
本 2 集合 到 是 可 测 的 。 
定理 3。 对 于 将 通 2€ 妈 , 集合 豆 (z) 可 测 。 
只 须 稍 稍 改 变 斯 米尔 庄 夫 :教程 "中 的 推理 郭 可 得 出 这 两 定理 
之 证 。 
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宫 ， 集合 的 加 法 画 数 ”器 点 元 数 .f( 卫 ) 依 非 负 加 法 正常 画 数 
G(E) 是 可 测 的 。 作 不 定 积 分 


9(0) ~) f(PG .48), (1) 


芝 积 分 对 于 阴 体 Le 中 凡 使 f(P) 在 其 上 可 和 的 集合 部 有 定义 。 如 
果 了 (P) 在 @ 上 可 和 ,期 它 在 如 的 任意 可 测 部 分 9 上 也 可 和 ( 昂 
[53] 的 性 质 和 ， 而 如 果 信 分割 成 有 和 劣 多 或 可 数 无 穷 多 互 无 仅 点 
的 集合 @， 闭 未 9( 四 等 于 op) 之 和 ( 完 生 加 法 性 )。 现 在 , 不 
仅 就 以 不 定 积 分 形式 输出 的 夯 数 ,而 是 就 以 任意 形式 烙 出 的 丽 数 ， 
玉 研 究 它 的 完婚 加 法 性 。 如 此 , 说 尾 是 一 个 包含 一 切 天 集合 与 
开 集 合 的 关 的 集合 体 , C 是 由 下 中 一 些 集合 所 和 组 碟 的 集合 族 , 而 
p(B) 对 于 凡 局 于 C 的 集合 玫 取 有 和 劣 值 。 加 时候 珊 , 如 果 属于 
0Q, 那 未 所 有 人 的 部 分 , 凡 必 于 卫 的 ,也 属于 C。 此 人 外, 嗣 p( 人 是 
完 人 加 法 的 , 就 是 说 , 如 果 C 中 的 策 合 仿 耸 割 成 有 穷 多 或 可 数 无 
穷 多 互 无 人 下 成 的 集合 ,站 中 6 都 属于 全, 因而 也 属于 人 0: 


Sy, (2) 
四 

小 未 
PDP (8) 


如 有 果 有 无 穷 多 项 ，- 面 级 数 必然 是 粘 对 政 短 的 。 在 {1 ) 的 情 
形 , 了 体 T 了 是 js, 而 旋 避 是 册 Le 人 中 几 能 使 了 (P) 在 其 上 可 郁 的 第 
(317) 
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合作 所 组成 的 ; , 在 下 面 最 重要 的 捕 形 中 ， 人 区 由 划 -- 届 于 也 6 的 
集合 < 以 及 凡 开 6 中 含 于 So 内 的 条 农 各 组 这 尖 : 这 时 C 本 身世 
是 团体 。 
注意 ,如 果 9g (人 多 对 于 丑 于 了 并 合 于 某 用 区 出 4 的 集合 定 义 ， 
那 末 这 两 数 可 以 定义 于 工 中 一 切 您 合 ,因为 可 以 利用 公式 
gE =g(GA4), . (4) 
如 此 它 将 只 取 有 劣 值 , 半 肛 在 整个 体 工 上 是 完 至 加 法 的 。 在 下 
面 , 当 我 们 误 到 gp (8 叶 总 是 褒 信 EC。， 由 于 加 法 性 ,可 知 如 果 好 
景 空 集合 , 9(9) = 二 0。 由 吉 法 性 次 接 可 知 ,如 果 2 及 "属于 0， 
面 @CE", 那 末 
PE 一 和 一 0 一 0 )。 (5) 
由 于 完 对 加 法 性 可 知 , 如 果 G4(w 二 1,2,…) 是 口中 集合 所 成 的 好 
普 序 烈 ， 而 和 姑 果 其 极限 集合 4 也 属于 C0, 卉 未 p464) 一 >p(2)。 衬 
不 糖 的 集合 序列 情形 下 , 天 多 一 如 0G 一 全 ) 十 (6 一 Ba) 十 …， 
而 依 完 全 加 法 性 ，9 (6) = (682) 二 fp(62) 一 p(@)] +[p(@)- 
一 p93)] 车 …， 就 是 论 2(Go) 一 p (ZE) 。 在 不 小 的 集合 序列 6 的 
情形 中 , 可 坟 癌 样 闲 明 , 而 4 必然 展 于 CO。 再 注意 , 完 公 加 法 项 数 
的 有 和 穷 生 性 租 合式 cpl(2) caps (人 于 … 本 com) 显然 仍 是 完 
僵 加 法 画 数 。 现 在 证 明理 芥 中 的 几 个 基本 定理 : 
定理 1， 对 于 凡 导 于 C 由 某 一 策 合 as 的 一 切 集合 上， 人 人 (人 
秽 什 依 艳 对 什 以 -个 网 生 数 为 界 。 : 
用 电台 法 证 明 。 如 时 不 然 , 著 末 一 定 存在 6cC61， 使 
19 (Ga2) [>>2， 而 |9 (人 一 52)12， 基 于 这 点 只 须 注 意 
pH) = pF 9) P(g), 
全然 941 是 轩 定 数 , 如 果 和 和 中 一 项 无 办 , 另 一 项 所 几 然 无 办 。 对 
于 zs 或 人 一 和 82， 定理 一 定 不 胶 浆 。 坊 定理 对于 人 木 克 立 ， 所 以 
存在 SsC9s, 使 lp(63) | 闫 3， 而 |9 (他 :一 了 等 等 。 我 们 


13， 想 全 的 加 法 栈 数 ln 


得 到 名 二 62 恬 Ee， 如 介 GCC 傅 上 攀 ， 必 然 VB) -> 

(四 ) ,但 这 不 可 能 , 轩 为 pC 依 超 对 值 无 限 增 天 ,， 从 而 定理 

得 十。 . 

分 6 改 6 的 某 一 分 希 法 ,分 成 有 穷 多 集合 8。 作 和 和 

pS | (\€) 

而 证 明 对 -任意 3 所 作 落 如 的 集合 有 内 ， 识 人 8 是 满足 p (6%)3:0 

的 庄 6 之 和 , 而 6 霄 满足 p (4) 二 0 的话 Bi 之 和 。 注 意 pe 

的 加 法 性 ,可 知 


六 一 PCD ~ P(E (7) 
再 注 瀑 5 十 史 =C 所 以 9(8) 一 ?ED +p(68) ,可 以 把 (7) 写 
成 下 式 : 
8 一 29 (入 ) 一 KB) 一 0 人 一 20 (GE )。 (8 ) 
用 8(E) 及 wp(8) 表示 对 于 凡 eEC 诸 盘 Pt(e) 的 上 确 界 及 下 确 界 ， 
并 且 空 集合 也 认为 属于 5: 加 
P(E) =snp ple); pH)—infgle); EE, (9) 
依 定 理 1 可 知 F(O) 与 9(G) 都 有 穷 。 直 (8 ) 中 第 一 式 可 知 对 于 
任意 6 许 铝 值 是 有 界 的 : 名 二 33) 一 p15)、 和 如 对 于 一 切 可 衣 
分 着 8 的 上 确 界 时 做 9 (加 ) 在 集合 人 .上 的 婚变 分 。 我 们 用 区 (6) 
裘 示 它 。 如 果 5, 是 分 着 法 的 一 序列 ,而 志 , 厅 向 于 人 BC@) ,于 来 由 
(5) 的 第 一 式 , p (63,) 趋 季 于 gp(O), 而 (8 ) 中 第 二 式 姥 可 以 号 成 
29 (人 = 9 (0 -bh,, 
可 知 9 (89)->9 《8)，、 所 以 取 述 限 值 时 , 公式 (8 ) (用 56, 代 村 6) 
变 成 
FE) =2p 0) 一 pp 人 一 PE) —209(6), 
由 此 竺 


5(6) = E0496)]; 8 人) 一 -了 [ECD 00)], 
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2(O] 一 MG 一 29)， (10) 
pO)=pE) +T2(E) 一 5 一 [一 2(G)]。 (7) 


由 有 (BE) 与 9g(@) 的 完 义 得 知 B(E) 0, g (@) 六 0。 二 数 F(O 及 


一 2 ) 各 时 做 2 在 4 上 的 正和 负 变 分 。， 
定理 2。 友人 负 变 女 及 全 变 分 部 中 0 上 的 完 企 加 法 羡 数 ，。- 
纺 有 一 耸 割 法, 分 忆 成 都 苍 6x, 而 wCGr 
6 一 六 65 
站 
那 末 . 多 {e) 一 之 ples) 【ecCE)o 


由 于 e: 是 任意 选择 的 ,不 难 证 明 ， 
9(E) = 总 7(CD。 

同样 证 明 负 变 分 也 是 完婚 加 法 的 ,所以 依 (10) ,全 变 分 也 是 完全 加 
法 的 。 公 式 ( 妇 ) 说 明 凡 完全 加 法 西数 是 两 个 非 负 完 太 加 法 醒 数 的 

莽 。 再 注意 , 如 果 在 作 和 (6) 时 使用 分 2 成 无 入 多 部 分 的 分 害 
“法 , 那 来 由 到 式 {8 ) 可 以 生出, 仍 会 得 出 以 前 的 上 确 界 来 。 

任意 点 (是 于 和 集合) 属于 下。 如果 4 EC 那 末 攻 中 的 任意 点 

己 属 于 咱 , 从 而 可 以 谈论 出 数 p(2 在 点 了 处 的 数值 (PE) 。 如 
果 pCP) 卫 0， 成 卫 于 做 9 (6) 的 摘 断 A。 如 果 gp《P)>>0, 闭 
末 册 .上 硬 记 泌 的 定义 可 知 PP) pCP), 而 g《P) =0， 而 如 果 
9 (P<0; 那 未 85(P) =0, 而 gg(P) 一 p(P)。p《@) 的 问世 点 也 
是 5 (四) 及 VE) 的 前 断 点 。 降 然 2(B) 及 gtG) 是 有 穷 的 , 凡 
久 由 满足 pe 或 g(P) < 关 一 z 的 天 断 点 从 有 有 和 益 多 (4 是 预计 
的 正 数 ), 从 而 2 中 一 切 间 蔬 点 的 数 日 是 有 穷 的 或 是 可 数 的 。 性 
Pi: 才 这 些 点 。 如 半点 Pi 的 集合 臣 可 数 无 汰 的 , 那 玉 订 数 
入 9 是 起 对 收 化 的 。 取 定义 于 腾 C .上 的 一 个 新 集合 灿 数 : 


pO EoP), (2) 
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而 和 中 包括 风 与 2 中 这 点 已 相应 的 雍 项 。 这 本 数 也 是 完全 加 法 
的 。 我 们 叶 它 做 跃 度 醒 数 。 产 
PAE = ~ pd) {183) 
是 束 种 的 沈 全 加 法 画 数 。 
73， 特 民 画 数 ”在 下 硬 将 用 体 7 来 做 为 体 了 。 并 菲 一 切 在 
Zo 中 的 族 C 上 的 完 :至 吉 法 画 数 乡 (和 ) 部 可 以 表 成 积分 (1 ) 的 撒 
se en 下 面 将 引用 害 。 


定理 凡 在 CE 宕 人 如 法 的 四 数 PC 对 于 用 网 子 C 中 任 忘 
固 迁 的 纺 合 如 了， 可 以 表示 蕊 下旬 形 式 : 

gp(2)=o(ETD TAOP)G(0D， 9 
而 并 是 心中 一 个 确定 的 俯 合 , 吾 满 是 G8)=0,; 了 (PD) 在 So 上 上 
可 测 间 可 和 和 。 


和 中 第 一 项 pg(EH) 对 做 2 的 特 管 站 部分 。 特异 部 分 由 
9(c) 在 测度 为 es 第 二 项 对 做 拒 对 渍 种 部 分 ， 
在 任 音 测度 为 穷 的 集合 - 虐 竺 于 党 。 现 在 征明 分 成 特异 及 稳 对 速生 

都 分 的 方式 是 唯一 的 。 G14) 式 之 氏 对 于 剧 于 5% 的 还 有 下 
面 公式 成 立 : 

(Oo EI 二 | FP)G aS), 
而 GH) 一 0。 巾 这么 式 及 (J 区 可 得 
PE 9(GH) = | f(D Ga) 一 | (PG(a8), 

“把 必 议 谍 懈 于 必 的 集合 9174OHI。 法 总 G(8H4EH) -0， 
雇 以 在 《五 上 5 五 上 的 积分 等 下 震 , 扑 E (5D49HI) HBH=#11， 
(和 五 十 媒人 五 1 一 6 五 ， 于 是 得 g(GH)= 9(EH), 由 此 得 ,起 
对 迹 答 部 分 也 必然 是 椎 一 的 ,就 是 说 
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| fp G0) = |, AmDedee)。 8) 


车 明 完 理 时 , 将 由 一 个 导 于 0 的 任意 同 定 集合 Go 出 发, 并 将 如 一 
苇 属于 。, 如 在 定理 中 所 陈述 的 。 在 分 解 9 (全 ) 成 特异 及 移 对 
连 积 部 分 时 我 们 骨 从 某 一 集合 io 出 发 , 并 上 股 一 切 了 属于 66。 这 
” 样 合 得 出 主 述 秀 解 的 唯一 性 。 如 果 我 俩 从 另 一 个 ,与 5, 不同 的 集 
合 6 出 发 ,并且 品 也 属于 C, 那 末 不 难看 出 , 对 于 凡 同 时 属于 
、@o 及 64 的 集合 ,我 匀 所 得 的 分 解 与 以 前 用 基本 集合 Go 时 所 得 者 
一 样 。 事 实 .上 , 在 相反 的 情形 下 , 必 对 于 属 于 积 2%=Eod 的 集 
合 (这 集合 也 属于 族 C) , p92) 有 两 个 分 解法 ,但 由 上 面 已 知 这 不 
可 能 。 

由 上 而 的 推理 , 址 火 可 知 , gp (9 分 解 成 特异 及 粮 对 速 签 郝 分 
的 方式 在 整个 族 C 上 是 唯一 的 。 

我 位 证 明 在 公式 (14) 中 积分 号 下 出 现 的 醒 数 7(P) 也 是 完全 
确定 的 ; 但 须 与 以 往 一 样 把 依 G(E) 相抵 的 丙 数 等 同 之 。 须要 证 
明 ， 如 时 (15) 对 于 凡 属 于 io 的 如 成 立 , 浇 未 荐 由 (P) 一 fi(P) 一 
一 f(P) 在 名 上 与 零 相 抵 。 

珊 公 中 ezo 中 满足 小 (P) >0 的 试点 P 所 成 的 部 分 集合 ， 而 
好 5 一 Go 一 to 集合 5 与 0 也 属于 C, 而 在 (5) 口 换 上 为 于 
及 55: 


人 wedean -|。 出 (PIG(dE) =0, 
由 此 可 知 ,由 (PP) 在 4 及 G5 上 都 与 雾 相 托 , 因 此 在 $6.E 也 与 替 
相抵 。 如 宁 对 ” Fo 中 的 两 个 集合 8 及 名 各 作 喘 数 了 (站 ) , 那 未 
与 上 面 一 - 样 , 在 2 一 CEoc 上 这 两 虎 数 税 插 。 我 们 括 膏 曾 数 了 2) 
的 唯一 性 就 是 在 这 称 塌 义 之 下 的 。 如 果 , 比 如 误 , 一 切 有 学 区 间 属 
于 OO, 闭 林 应 用 上 看 扒 浊 法 村 扩 胀 区 阅 一 ww 十 9 一 0sS0 二 
所 十 n(n 一 1, 2,…) 之 上 , 于 是 唯一 地 定义 了 CP) 于 整个 再 面 之 
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上 。 丁 数 f(P) 通常 时 做 gE) 情 GO 的 号 面 数 。 谣 碎 ) 表示 
记 P 为 中 心 以 s 为 年 径 的 球 (或 图)。 可 以 证 明 ， 对 于 一 切 卫 , 可 
能 除 掉 一 个 依 GE) 测度 为 履 的 集合 之 外 , 当 。 趋 近 于 零 时 比值 
gg (899); G88) 趋 近 于 一 个 做 9(6) 与 了 (P) 相抵 的 效 数 。 此 时 可 
匾 对 于 足够 小 的 。 值 gL5) 定义 于 整个 球 hp 之 上 。 下 面 我 们 用 
不 着 这 定理 ,所 以 也 不 去 证 明 它 。 

定义 ” 丽 数 2( 人 叫做 优 G(G) 是 契 对 速 炉 的 ,是 指 对 于 C 中 
任意 固定 的 & 及 任意 预定 的 正 数 sy， 必 有 一 - 正 数 了 存在, 使 当 
as 而 上 Ge[ 闪 2 时，|o(e1 Se。 如果 PE) 依 GE) 是 狗 对 
连 粹 的 , 形 末 显然 8 (6) = 0 对 于 凡 句 足 &EO 及 人 (全 =0 的 名 
成 立 。 代 人 中 第 二 项 是 C 上 一 个 稳 对 未 续 后 数 , 这 在 上 而 已 得 知 
了 。 皮 之 ,和 如果 知道 9 (6) 是 破 对 这 各 的 , 那 术 p(E@ 吾 ) =0, 因为 
G(EH) =0, 而 gp( 人 可 以 表示 成 


pcD)=| 7CPDG(den， (16) 


这 就 是 悦 ,特异 部 分 没有 了 。 由 于 这 推 弄 法 ,可 得 下 丁 基 本 定理 的 
有 系 : 

深 各 果 当 亿 ($)=0 叶 g(5)=0, 那 来 g(2) 可 由 公式 (16) 
表示 , 莽 几 在 C 中 一 切 焦 合 < 上 部 是 依 G6) 7 15) 条 对 连 种 的 次 数 、 

注意 ， 如果 GE) 不 水 秆 ， 邦 未 上 昌 仅 式 (16) 定义 的 BE) 一 
般 设 末世 不 是 器 粹 的 ， 例 如 朗 G (Po =azx0, 那 示 wp(Po)= 
二 Gf(Po)。 也 pg(8) 估 下 肖 的 意义 是 依 全 (6) 站 对 连 秆 的 。 

在 G05) 速 糖 的 情形 中 , 依 公 式 (16) 定义 的 9 (3) 显然 是 速 
征 的 。 如 果 G(J) 是 区 曲 4 的 面积 , 所 以 La 是 焦 动 只 4 略 可 测 的 
集合 所 成 的 体 ,公式 民 4) 到 得 下 面 形 式 :; 


vO) =9.EH) +|| f(s, Dar dy, 
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而 豆 有 等 于 兴 的 惑 届 格 测 度 ， 公 式 (16) 成 为 下 面 形式 : 
p(O)- je， gdz dy, 
而 在 这 情形 交 下 显然 p() 在 登 点 处 是 束 种 的 。 在 到 式 (16)1 的 情形 
下 ,对 于 局 于 集合 才 的 集合 e, 为 了 得 两 数 g(e) 值 的 - 上 确 愉 ,显然 
只 须 在 使 f( 卫 ) >0 的 集合 上 积分 CRP) ， 而 如 果 企 伍 六 P) 二 0 的 


祭 合 上 积分 了 (了 P)，, 剧 得 下 确 界 。 如 此 对 于 用 公式 (16) 定义 的 巩 
数 9 (8) , 可 得 下 而 的 公式 ,分 别 表示 其 过 、 岳 变 分 及 全 变 分 : 


= 人 ed v0) -| 六 ce 


G7) 
$0)=| 7CPD :Ge)。 


各 果 由 两 数 (9) 减 去 跃 度 岗 数 gos)， 并 对 于 今 下 拘束 各 务 数 
引用 公式 芒 4) 的 分 解 那 玉 可 设 把 g (人 扑 分 解 成 二 项 : 
gD) 一 pu FplEH) + fAPGCAS), (18) 
4， 一 个 变数 的 屏 形 ”站 这 迟 形 中 白 然 可 以 丙 不 减 点 画 数 
9(2) 订 箱 代 GD)。 固定 站 训 劣 实数 cj 可 则 作 点 两 数 wt2] 一 
一 g([a, 加)， 而 对 于 它 仅 式 吕 候 取 得 下 晰 形式 : 


ow) =p(c0, oD 4), Fle)ag te), G9) 
而 对 汗 勒 内 格 积 分 : 
(0) 一 (fa oA) + fC) dz, (20) 


在 站 对 这 操 明 请 形 下 ,可 得 公式 
oD=[ ,7agee) 长 oo= [F(a DD 


我 们 限于 训 罕 有 穷 区 间 [4, 相 ,并 按 丹 类 进 性 综 较 只 络 训 分 的 
情形 : 


AN 
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w(t) = [ fw drt oie) ; (22) 


二 是 汐 数 #4E [es 全 Wa 汗 蓝 .Pte) 区 3 可 分 的 绝 
寻 带 纹 往 , 寻 于 半数 (23) 可 得 下 出 性 管 : 对 于 生意 预 汉 的 正 数 8， 
少 有 下 数 与 它 入 应 ， 庶 加 时 Wy 训 a 42, 人 9 把 且 不 


加 次 的 区 且 ; 闪 是 二 , 
2 《本 一 CD 汪 徊 (38) 

时 , 喘 未 a 
| Ew CB) 一 of so (24) 


我 们 将 从 点 细 洲 向 发 , 而 我 们 说 定义 于 区 周 [2; 可 .上航 点 两 

数 必 (2) 是 痊 达 区 内 上 F 吕 对 3 这- 秀 坟 Be 和 民 指 宅 基 有 于 进 的 性 质 。 特 别 
取 n=1, 可 知 航 对 束 圈 测 数 也是 连结 西数 。 在 下 面 将 看 出 ， 存在 

” 草 侣 记 霹 点 西数 , 蕉 丰 是 纸 对 赤 炉 的 。 由 上 述 的 性 质 可 得 下 面 性 
响 : 对 于 和 宇 众 项 定 正 数 s 必 有 一 计数 与 它 相 应 , 症 当 (23) 满 足 时 


3 lol Bre) et war) | < 人 《25》 
审 实 上 , 如 果 (9) 有 上 述 的 性 伟 (2 作 ,就 是 说 移 对 速 禹 的 , 其 末 
对 于 预定 的 s, 必用 与 之 要 应 ,便当 (28) 满 是 时 ， 

| [olor) —w(axr)}] RC To (26} 
计 于 任 谷 一 组 满足 (28) 的 区 则 (ax, 82) , 我 们 稻 它 们 成 两 类 , 饰 I 
类 中 的 区 于是 满足 olzw 一 o(ecD 关 0 的 , 第 红 类 是 满足 w(6;) 一 
一 w(@:) 之 0 的 。 优 (26) 可 得 

Elold) —w{a) | = M0:) —w{2)] < 了 


R00 -oo -| 六 [200-olen]1< 香 ， 
由 此 可 得 (26)。 注 意 (25) 和 中 详 项 是 非 负 的 ,而 ”是 任意 的 ,于 是 
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对 于 条 对 迎 纵 呆 数 可 得 下 面 洽 质 : 对 于 在 间 顶 害 的 下 数 。 必 有 一 
个 正 数 与 它 相 应 ,使 当 (ax, tx) 是 有 穷 多 或 可 数 无 淄 多 下 不 机 交 
的 区 测 并 满足 条 件 

Fb a) < ” (27) 


DwlB) ~ wlar) | eo (28) 


反之 ,和 如果 这 条 件 潇 足 ， 人 的 条 件 (24) 更 满足 ,而 %(2) 是 条 
对 如 颖 的 。 

定理 1。 两 个 先 对 连 捉 贡 匆 的 和 、 添 、 积 部 仍 是 和 对 湾 术 而 兢 
数 。 丙 个 秘 对 束 炉 丽 数 之 商 当 分 俱 不 等 本 过 时 也 仍 是 移 对 副科 
的 。 

我 个 只 证 明 积 的 绞 对 速 杭 性。 该 西数 wi(%) 及 oa(z) 是 纸 对 
回炉 的 , 则 它们 在 [z,5] 中 是 有 界 的 , 就 是 说 |oxfz) sa， 而 
| os(z) | 在 。 那 未 

| oa (ao at ds) 3 (a1) oakar) | 二 

< [oz(br) O60 — wen) | + oar) | wa ~ war) | 
| bb) — oar) | 十 五 | wlB:) ~ walar) |, 

”就 诺 庆 取 和 , 关注 意 wi(z) 及 az 人 的 萎 对 玉 积 性 ,可 知 秩 
awkz) wa(z) 及 有 性 师 (25) 。 

定理 2、 咎 对 涉 续 西数 w(z) 是 团 变 责 数 ， 面 其 休 变 分 (2) 
也 是 邦 对 水 和 结 的 两 数 。 ， 

信 -m 是 一 正 数 ,使 当 在 茶 体 (23) 中 全 ?= 和 时 ,其 

Flo -okolsl。 (29) 
分 艇 [ec, 站 雇 部 分 , 设 其 分 点 为 6 一 兵 女 间 二 所 < 一 Cv-i<Or 一 人 | 
着 且 合 oe 一 ci 裤 To 个 = 2， 站)。 对 于 区 出 [ex1, ex] 的 任 
意 分 制 ， 不 等 式 (29) 都 雄 立 ， 所 以 在 每 一 区 间 [6x1, cd 之 上 a(z) 
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的 和 及 人 至 变 耸 都 不 大 于 1 从 和 而 在 整个 区 和 Le, 申 上 不 大 于 六 。 
功 在 (23) 与 (35) 中 两 相应 的 正 数 是 了 与 。 我们 将 把 每 个 出 现 了 
条 件 0283) 中 的 区 其 [a ， 8,1 分 成 部 分 区 则 。 所 得 卉 区 间 长 之 和 仿 
满足 条 件 (23) ,而 相 谨 寺 所 得 兹 部 分 区 更 的 和 {25) 仍 怀 二 #8。 与 
[er 的话 部 分区 章 衣 应 族 项 之 和 的 上 确 界 显然 是 57) 一 Vax)， 
如 此 当 条 件 (23) 满 足 时 ， | 

| [Cb) —v(ar) |<e, 


由 此 可 知 0(2) 是 袍 对 束 燥 的 , 而 定理 证 明了 。 
作画 数 有 
oo) = Evo) Eon)l; as(o = 村 bw) 一 oo]，(30) 
这 两 夯 数 都 是 不 葡 的 [8] ,并 肛 是 外 对 训 秆 的 ,这 由 定理 1 可 得 知 。 
六 们 殷 (2) 表 寺 让 丽人 不 起 权 对 加 入 前 数 之 闫 的 形式 : 
{RP) 一 of) 一 zf (81) 
上 而 对 指出, 可 和 画 数 f(z) 的 不 定 积分 (22) 是 依 -上 面 所 迹 定义 
(23) ，(24) 或 (23) ，(25) 的 碍 义 下 略 对 速 柄 的 点 画 数 w(z) 。 现 在 
证 归 逆 定理 : 
定理 3， 几 梦 对 速 稍 的 本 数 wy 可 以 由 不 定 积分 类 示 : 
wl) =| flav oo). (9) 
引用 画 数 oa(z) ， 并 当 5<a 时 肯 wx(z) 一 oa), 而 当 4>5 时 裔 
ole) ou 的 ， 可 以 全 每 一 区 间 4[a, B] 有 一 非 负 数 px(4) 一 
=w1(B) 一 wr(a) 与 它 相 应 而 猎 然 (2)} 是 加 种 的 ,4 是 阴 的 还 
是 开 的 都 扎 关 紧要 。 如 果 革 一 个 一 约 集 合 人 依 鞭 员 格 可 浏 , 收 来 
必 存 芷 一 包含 的 开 集 合 0， 而 集合 0 一 可 以 为 有 劣 多 或 可 数 
无 劣 多 区 介 [ess 纪 ] 复 盖 , 并 且 这 些 区 间 长 之 和 是 生意 小 的 。 斌 然 
”oa(o) 在 [ea, 习 中 是 考 对 溃 矿 的 ,而 其 在 [e, 如 外 的 延 矿 是 常数 ,我 
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们 可 以 渤 取 这 复 六 ; 使 话 莫 负 项 wy (84) 一 w1(@x) 之 和 是 任 次 小 的 
《[Q, 6x] 宕 高 复 盖 区 澳 ), 这 就 是 说 ,如果 少 依 其 只 格 扩 可 划 的 ， 
剖 未 如 依 wyiw) 了 得 是 可 测 的 。 如 此 可 以 扩展 p4(4) 到 卫 中 一 切 
属于 [a, 思 的 集合 上 去 , 并 开 保持 宕 对齐 活 征 。 由 上 上 通 防 褒 还 可 
知 ,如 果 草 员 格 调度 mm(E@) =0, 那 示 of ==0, 因此 


vi) = | fd, (88) 
向 样 , 作 al ld) 一 02(B) 一 Wz(Q), 可 得 
Ja(G) = | ap)ez， (84) 


而 fa(%) 在 [4, 3].E 蚌 可 条 和 的 ,所 以 
pO =P) — g(t) = | [Ai 一 Po]az= 


-| oae。 (36) 
如果 以 区 半 [a, 四 代 赫 焦 合 如， 则 径 共 式 (22)，。 

”我 们 可 以 断定 ,出现 于 又 式 (22) 的 将 数 了 (2) 除雪 -个 玖 通 
等 于 等 的 加 数 外 是 唯一 决定 的 。 于 实 上 , 如 果 际 (22) 以 外 ,对 于 
ot2) 还 有 另 一 如 此 的 公式 , 其 积分 号 十 的 荣 数 所 9《2) ， 于 末 着 
je) ~“g (zw) 的 积分 对 十 几 避 子 [a, 四 的 区 阅卷 是 直 , 而 依 159] 的 
性 里 过, 可知 上 顶 的 差 与 堆 租 扳 。 用 现 耶 公式 (22) 的 大 束 f(z) 
时 做 ow) 的 导 画 数 , 胖 党 用 下 面 的 记号 于 示 : fto) =ww'(z)。 我 
们 不详 秋 庄 前 , 但 可 以 评 明 ，, 对 于 '[a, 3] 中 的 一 切 z, 除 一 个 勒 中 
格 滑 度 为 盎 的 集合 之 外 ,下 面 栋 限 关系 成 立 : ! 
2 loth) we) p(w), 


lim 
hs0 


其 中 司 (2) 与 (2) 相抵 中, .和 如 果 了 (w) 是 [e, 相 趾 的 这 戌 型 数 ,于 
来 对 于 [oe, 时 中 的 一 节 %， 必 存在 积分 依 上 限 的 通常 导数 w' (2) 一 
中 路考 注 ; 参照 那 混 极 闪 作 结 九 浊 。 
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三 了 (2)。 和 如 果 7 四 下 不 汉 征 速 委 加 的， 而 是 息 对 连 杆 的 ， 那 炒 显然 


wim) fi) = 上 站 二 


[而 记 (0) 右 志 亲 和 [从 J 由 做 cad) 的 二 阶 
洋务 数 ， 并 用 通 帘 的 论著 及 (8) 一 oo 下 未 。 同 样 w(w) 可 以 及 


阶 的 息 友 连 纺 导 丽 数 , 于 是 必 有 可 和 的 +1 维 导 醒 数 。 如 此 它 可 
以 洗 示 成 下 匣 的 形式 ; 


(Ww)} = | dw | 人 ， ae (sadrt wt{e) 十 


上 而 所 许 广 的 至 部 再 险 可 以 鹤 广 到 oa] 对 于 不 碱 而 数 g(%) 是 经 
对 迷 入 的 情形 ; 其 中 7 (四 假 叹 是 加 镇 的 ; 就 是 就 对 汗 任意 预定 的 
正 数 8, 必 存 在 一 正 数 ;使 当 (4, 了 ) 是 并 不 相交 的 区 测 , 址 


| DD ged ee 
时， 必然 
地 | 这 [co (5) — wta)] | < so Ca 


与 上 面 完 从 一 梯 , 可 以 向 (37) 换 成 (28) , 面 夯 数 %( 纪 是 在 [&, 申 上 
束 精 的 。 过 时 (62) 站 要 痪 戚 


(2) 一 小 oaentfg) 十 of(cy。 {38) 


?5， 超 对 如 各 的 集 仿 加 琢 现在 同 到 梓 面 集合 的 一 般 情 形 ， 
而 更 查 霜 地 讨论 公式 (16) 月 St Rs 
全 并 可 和 和。 如 果子 (P) 定义 于 其 可 测 集 全 G0 上 ,并 在 其 上 可 和 和, 关 
来 全 这 画 数 在 加 以 外 等 于 党 ,于 尾 得 出 一 个 在 公平 商 上 可 和 的 夯 
数 。 公 式 (16) 害 义 出 在 休 1 上 完全 加 法 的 画 数 9 (6)。 所 以 这 
画 数 必定 浆 于 一 切 宇 开 区 涡 上 , 二 而 艾 可 以 把 这 区 尚 夯 数 pA) 
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推 三 到 体 己 上 去 ， 与 以 前 关于 GC4) 所 做 的 一 - 样 。 

定理 1 及 Ls 中 的 集合 作 必 司 上 Jx; 而 公式 马 站 害 出 这 集 
， 合 的 测度 多 (人 ， 后 者 是 依 上 壕 推广 (4 而 得 的 。 

凡 开 集合 O 是 可 数 无 穷 多 彼此 无 下 点 的 守 开 区 间 4x (%=1， 
2,…) 之 和 。 把 庄 公 式 


os =|, FP)G (dS) 


做 取 和 ,由 于 济 度 的 完 双 加 法 性 ,左边 的 和 是 测度 p10) ,而 右边 
是 在 O 上 的 积分 值 ,因为 积分 也 是 完全 加 法 的 , 就 是 说 ,公式 (16) 
定 出 任意 开 和 集合 的 测度 p (0) 素 。 注意 凡 阴 集合 了 是 会 于 面 多 
( 开 和 集合 ) 与 站 一 开 集 合 0( 即 差 0=6' 一 卫 ) 之 差 ,而 


v6) =-| PGE); (DO =| 7FCDG(2)， 


于 是 可 得 , 公式 (16) 定 出 任意 队 集 合 了 的 测度 p(T) 来 。 公式 
(16) 定 出 任 洲 开 集合 8=0 一 也 的 测度 ,此 处 .FCO。 谈 2 是 五 ;中 
茶 一 集合 , ;是 趋 向 于 替 的 还 数 序 刘 。 我 们 知道 , 必 存 在 开 境 合 
O, 及 胃 集 合 五 ,两 序列 , 满 是 , 叶 8,CO,, 而 (Ox 一 了 F,，)= 6(0,) 一 
一 GF,) <5r。 居 积分 (16) 的 纸 对 违 秆 性 ，p(0, 一 囊 )->0， 所 以 
如 也 属于 Dof38]。 这 时 2 在 ze 中 的 测度 显然 是 p(y) 或 wp (On) 
的 酸 限 ,也 就 是 
| PPDGcdean) 


的 极限 ,其 中 .了 CE, GF(8 一 了 ,) 一 0。 依 积分 的 厅 对 连续 性 ,这 积 
分 正 基 信友 到 的 积分 ; 就 是 说 作 在 Ls 中 的 测度 正 是 积分 (16)， 
于 是 定理 证明 了 。 如 末 说 非 负 画 数 了 (了) 只 在 任 党 一 个 有 界 集合 . 
上 而 可 和 和 ， 定理 仍旧 正确 ,下 嚼 法 由 与 上 面 本 袖 上 相同 。 在 下 面 定 
理 中 我 们 更 精确 地 讨论 Zoo。， 
定理 2， 任 意 集 合 和 局 于 次 的 必要 用 充 3 实 女 的 条 件 力 是 它 可 


$56. 焰 对 过 浪 的 第 合 列 效 .231 


以 表示 成 和 | 
FS = ED DY, (39) 
其 中 LE 而 在 0 的 请 上 志 了 外 人们 二 0。 
先 证 必 殴 竹 ， 瀑 全 刚 汪 Poo 作 第 合 
SETfP) =0]; d=6 J >1; 


&, -6 [f(D) < 了 | (40) 


(n=2, 3,.) 
而 用 人 表示 凡 合 7(P) 江 凑 义 焉 等 于 二 co 的 诺 点 一 所 粗 碟 的 保 
合 。 和 集合 个 依 .GE) 是 可 淹 的 , 并 且 G(ED =0。 在 的 任意 部 
分 上 这 毕 放 仍 舌 授 宇 。 函数 (了 P) 阮 然 优 全 (4) 是 可 测 的 , 它 对 
于 89() 也 是 可 浏 的 , 而 所 有 参合 (40) 与 2 都 碳 于 Zoo。 再 定义 
集合 
DW=E GF'I > GE; ED=E 0, - (41) 


如 此 公式 (39) 成 立 。 We 
EDE Ls。 集合 63! 做 GE) 的 测度 是 堆 , 所 以 只 须 证 集合 2 
依 G( 可 测 。 既然 86,1 pT 必 存 裤 阴 兹 存 加 ， 搓 开 扩 
pe 


FCeG,CO,, A (45) 
其 中 s 是 一 个 人 站 正 效 。 和 作 和 集合 


D,= O00, | 六 由 一 CO 一 中 Fs (43) 
a ed 
ka 一 中 的 琵 点 所 成 焦 合 : 也 然 0 一 囊 ErFe 丽 f(P) 估 (6) 
可 济 ， 集合 2 属于 观 由 为 : 六 ， 可 知 DCO, i 


Subs = 一 了 io 由 SCS On 可 知 SS On, 而 所 (48)， ECan— Fa D,, 
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[iG Bales 1D,14。 和 但 集合 D,E Fo 所 以 可 以 写 [Ds 一 
一 GD,) , 毫 是 襄 

: | GOD) : (1) 
叉 由 (48) 及 P= 二; 可知 防己 0 一 了 ,而 应 用 (42) 可 得 


| FD G0) =p (DI SpO FY) SE (各 
集合 记 全 (48) 是 在 中 的 ,而 在 人 Ef(P)>1, 如 此 得 
|。FCPG(aD > 元 GDo)， 
而 不 等 式 (45) 变 成 不 等 式 : | 


就 是 裔 G(D,) <<s。 依 (44) 可 知 166, 一 了 |e<e, 证 然 。 是 任意 
的 ,由 此 可 知 856n,ELu; 条 件 (89) 的 必要 性 评 明 了 。 

如 碎 胃 充分 性 。 已 知 公式 (89) ,站 中 BHELey 而 f(P) 在 

6 的 点 处 一 0。 须 正 证 明 EL,。 依 定理 1 集合 6HEI。。 剩 

只 可 证明 GEL, 就 通 了 。 凡 满足 fCP) =0 的 点 所 底 的 集合 
是 使 G(@) 可 浏 的 , 因此 五 EZ。， 而 依 (16) ，9( 百 ) =0。 但 
G9, 因此 5Go) 依 g(E) 可 测 , 而 其 测度 等 于 喜 。 如 此 完 理 证 
明了 了 。 注 意 ,ec 五, 因 之 PE =0, 所 卢 末 应 和 站 论 ，9(G) 一 
一 9《8 中 ) ,就 是 说 在 计算 9《@) 时 可 以 应 用 公式 《16) , 但 须 把 必 
_ 换 成 8。 再 注意 到 式 (39) 的 集合 Ga 中 几 满 足 f( 妃 二 0 的 点 
可 以 归并 到 2 名 中 去 。 这 些 点 的 集合 66 也 依 G(A) 是 可 测 
的 。 : 

现在 言明 一 个 定理 ,使 我 位 能 馏 把 依 9(E) 作 的 勘 只 格 -斯 所 
惑 杰 斯 积分 化 成 依 G(E) 的 积分 。 

定理 3 如 果 玉 ( 了 ) 定义 于 某 集 合 GEF， 才 在 其 上 估 优 g (的 
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-一 一 ' 一 一 一 Se 


可 测 帮 可 向 ,而 怠 时 你 oO 可 油 的 , 闪 岂 油 虚 有 阁下 志 
PFC GO 在 So 上 可 漠 , 册 下 天 公式 夏 竟 : 


上 rps) -| ,FP PAGS (40) 


这 可 以 写成 下 曾 形 式 : 


Pe 


| rp, F (PG ]= |, PAPY PG), (463 


® 


延展 了 (PP), 使 害 在 图 之 外 为 考 ， 可 以 认 了 (了 了) 与 了 (了 ) 一 样 

都 到 处 有 定义 。 此 外 可 以 访 了 (了 P) 与 A(P) 在 一 切 点 处 都 取 有 淮 
值 。 谢 数 了 (了) 佐 yg(98) 可 测 ; 而 (了 P) 依 会 (9) 可 测 ; 所 以 坊 p (个 
可 测 。 取 新 画 数 Fo(P), 合 当 了 (了 P) 0 时 Fol 了) 一 了 (P), 当 
了 (P) 一 0 时 Bo(P) =0。 换 癌 之 , Fo( 了 ) 一 了 (P)wa(P) 而 ax 
是 凡 满 足 f(P) 0 话 点 卫 所 成 集合 五 的 特征 亢 数 。 我 们 弃 知 
ELas 所 以 EL,, 就 是 这 了 (了 了) 与 or(P) 都 是 估 2(G) 可 测 
的 , 因此 ol 也 人 殷 p(G) 可 测 。 今 证 明 Bo 人 (全 依 G(4) 可 测 。 钱 
然 Zo( 了 P) 全 2(G) 可 测 ， 对 于 任意 w, 凡 满足 Fo(P)>a 的 部 点 所 
成 的 集合 Bs 可 以 表 成 下 烈 形式 : =DT689, 而 E29EL6o, 在 
6% EAD- 二 0。 如 果 a 全 0, 恢 Zo( 了 ) 的 定义 , 括 合 6 四 化 为 遍 
有 , 所 以 G4E€.Le。 如 果 <<0, 那 来 集合 Bs 包含 整个 集合 
如 上 所 述 , 可 没 在 渤 情 形 下 le 与 互 重合 ; 就 是 在 吕 0 的 一 切 点 
处 FP)>0。 但 HELe, 因此 更 =EGD 十 瑟 GZc。 如 旦 56.E€ Lo 
对 于 一 切 a 都 成 立 , 因此 (了 P) 依 GLE) 是 可 测 的 ， 而 积 

(CPP) 访 下 得 是 传 GE 可 浏 的 。 回 到 和 定理 中 所 说 的 集合 Bo。 在 
芝 食 合 的 点 处 积 姜 ((CP)F( 仿 与 首 () 记 妃 重 合 , 就 吨 葵 区 P)FP) 
在 GD 中 依 GO) 是 可 油 的 、 站 证 负 公 式 (46) 叶 将 中 种 考 守 
(CP) 有 界 的 情形 。 对 于 无 氏 丽 数 证 明 也 完 休 一 样 。 虹 
< 了 而 6x 表 中 凡 诈 由 不 等 式 
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了 < 
Le 


起 一 二 一 2 十 1， "yy 2 2"—1) 
， 雍 点 卫 所 成 的 集合 。 作 片段 定 芒 的 谢 数 
E A(P)= -I 如果 PEBi 
当 % 填 大 时 阮 数 序列 PC) 里 大 而 有 界 , 共 艳 对 值 以 研 为 界 。 于 
旺 | 


b + 
四 


2 一 工 , 
7 -= 
用 K=—2+ 


| Pee), 
而 & 呈 是 Cs 傅 (39) 式 苍 解 而 得 者 。 依 上 庆 一 切 大 值 求 和 ,可 得 
集合 Za7， 而 把 常数 -此 二 放 久 积分 号 下 ,可 得 公式 


| FPolag) = 人 .CBACP)G(aE)。 

右边 积 牙 号 下 夯 数 焦 郁 对 值 不 大 于 订 和 亢 数 5 了 (P) ,而 两 边 可 以 

在 积分 号 下 取 极限 值 , 于 是 得 公式 (46)。 各 果 集 合 依 G(E) 可 

测 , 那 末 在 仅 式 (46) 中 可 以 用 代 赫 6 中 ,因为 6 中 = 一 5 中 ,而 

< 了 (在 Ge 上 = 二 0, 所 以 在 8 上 的 积分 等 于 辟 。 
如 果 9 (小 是 转变 画 数 ， 关 末 应 用 男 解 收 丙 个 非 负 丽 数 之 关 

的 典 式 ,可 得 

GE)=06)— G8), … 

而 把 定理 应 用 到 GO 及 GCC) 上 出 。 在 这 情形 下 须 用 
.人民 赫 Lo, 而 了 (@)=G(9) 十 人 (8)。 美 十 贡 数 9p(6) 也 有 和 共 解 
”成 两 个 非 久 画 数 之 荆 的 表示 式 bp (4) 一 gj(4) 一 p24) ,而 .工人 斋 

换 戊 Ly,， i(d) 一 pitd) 十 pst4)。 完 双 同样 地 可 以 考察 (PP) 

变 号 的 情形 。 此 时 必须 把 六) 玉 减 正 负 部 分 的 着 [58]: 


?5. 施 允 沁 省 刚 梨 合 西 数 230i 


f(P) = 六 (下 一 广 (P)， 

而 就 明定 惠 灶 可 以 芬 划 对 各 项 进 行 。 如 此 w14) 发 示 成 两 个 非 负 
画 数 之 送 , 而 集合 体 Lo 须 底 成 依 语 数 

sO | iFP) G0) | 
可 测 集 合 的 体 。 这 完 理 可 以 完全 同 洋 地 推广 到 算 面 数 fCP) 与 
GE) 的 情形 上 去 。 

理 者 绕 上 而 所 评定 理 在 一 个 变数 情形 下 的 形式 。 席 9(e) 是 

轴 卫 上 (或 在 有 稚 区 阅 上 ) 不 减 并 有 界 的 画 数 ， 而 了 (x) 是 依 9 人 
在 公 轴 上 非 名 且 可 和 的 。 考 察 面 数 

oo)= Fag 
而 4 是 性 意 圈定 数 。 凡 焦 yg(w) 可 测 的 本 数 依 ofe) 也 是 可 测 的 ， 
而 集合 6 优 恬 (w) 可 测 的 必要 且 充 分 的 条 件 乃 是 筷 可 以 者 示 成 
- (89) 的 形式 , 其 中 6 中 依 ge) 可 测 , 而 了 (2) 在 凡 Ge 的 点 处 等 
于 0 如果 加 (z) 依 w(w) 在 集合 8 上 可 和 ,而 8 依 ol%) 可 测 , 屠 
末 下 面 公式 成 让: 

| redlj ,fod  - 


【gr 
-| 7 (of (agle), (47; 
而 6 中 是 出 现 于 公式 (39) 中 的 史 的 部 分 。 如 果 百 (o) 在 5 上 全 
g() 可 测 , 那 末 @o 可 以 换 成 g。 在 9 (c) 一 “的 情形 ,可 得 公式 
7 四 加- FOF, 48) 
如 此 ,如 果 oo) 没 有 特异 部 分 , 那 末 Fe) 依 oz) 的 勒 只 格 -斯 提 坦 
杰 斯 积分 可 以 用 勒 只 格 积分 者 示 出 来 。 如 果 咱 是 某 一 区 间 [4, 杂 . 
那 未 公式 ,7) 及 (48) 可 以 表示 成 下 面 形式 : 
J Tf fwagle) =),, Foldg 人 zy)，(49) 
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一 一 


Pedroaej- Par, (9) 
其中 (例如 在 第 二 式 中 ) 假 渗 (2) 是 做 了 (2) 的 不 定 积分 可 和 的 。 
蜡 (w) 及 多 (4) 是 艳 对 这 纺 丙 数 ,就 是 就 . | 

So) =| Dods+0s w= (drt0s (0) 
而 双人) 及 到 (Oo 在 fey 引 都 是 可 和 的 。 应 用 公式 (494) 可 得 
| 到 ee 上 | mean- 
-| savo) + (oa5(o， 
而 在 右边 的 积分 者 是 通常 斯 提 勤 亦 斯 积分 ， 因 为 至 (2) 及 贸 《9) 是 
速 磅 且 团 变 的 。 关 于 右边 有 公式 世 ] 
[save) + wo)ap le) = [Eo) Pe) 
成 谤 ,而 代入 上 而 公式 中 可 得 分 部 积分 公式 : 
上 js) oaod| pio) d= {G9) V8) 


T0902 


TG 


(61) 
由 {60) 奋 接 可 知 ,对 于 和 B48) 十 多 (四 积 俘 导 下 而 数 等 于 B80) 填 
十 "(9) , 就 是 说 古人 十 于 人 四] 一 五 人) (2)。 在 (本 ) 中 全 
2 等 于 z， 可 得 | 
Sls) (n) = 上 [Se) Wm) +P (0) 0) ds+ 


+Ba Pe), 
沈 是 视 [D(t)D(2) =) Dm) (wp) EB' (wv), 
76. 例 ”我们 举 一 个 不 三 达 粮 面 数 而 并 淹 科 对 这 继 丁 数 的 例 ，* 
并 且 对 于 这 两 数 公 式 (20) 中 的 第 二 项 ( 即 息 对 束 粮 项 ) 演 类。 首先 在 
区 关 [0, 了 上 作 一 闭 集 合 Eo， 务 区 间 [0, 媚 成 三 等 和 分, 谍 其 分 点 为 


一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 ， 


去 及 立 ; 并 到 去 中 间 的 下 区 间 ( 寺 ， 卫 )。 人 可 

和 区 各 秀成 三 等 从 ,第 一 个 的 苍 点 是 言 及 名 ,而 第 二 个 的 

分 点 是 二 与 村。 从 这 两 个 区 障 中 各 取 去 中 沿 部 分 ,就是 就 取 去 

区 时 (于 ， 9) 及 (车 ,号 )。 外 所 余 四 个 区 阳 
[人 

再 各 委 成 兰 等 分 ,并 从 每 个 区 出 中 各 取 去 当中 政 部 分开 区 间 , 余 站 


推 。 如 此 最 后 市 区 前 [0, 妇 了 到 去 可 数 无 劣 多 个 开 商 区 , 这 些 开 区 
更 彼此 无 仅 点 也 无 盆 问 点 : 


人 (二 
SS /19 20 /25 906、 6 
(过 ， pa 7? 0) 7 区 小 ! 《52) 


也 就 是 忱 , 取水 某 一 开 集 合 HL, 而 所 余生 个 是 并 的 ,用 可 于 
示 。 第 一步 了 起 隐 区 阳 攻 和 各 ;第 入 一 几 了 两 个 区 

各 为 冀 ,第 兰 步 取 去 加 个 区 浊 , 其 贡 各 是 二 部 ;而 一 般 地 说 , 第 ? 
步 取 去 2 个 区 得 ,其 长 各 为 逊 -。 如 此 , 开 集合 五, 的 勤 只 格 测 
度 等 于 


1 

mn-1 次 > 并 

8 
Ns 
生生 1, 


因而 在 区 向 [0, 4] 上 所 会 的 集合 #6 的 潭 度 必 等 于 尝 。 现在 在 区 
间 [0, 如 上 定义 交 数 f(z) 如 下 。 显 


288 第 三 容 入 合 两 如 、 冲 溃 扩 性 。 积 克 匀 多 的 推广 


当 mE (3, 宇 ) 时 了 (2z) = 二; 妆 wE (3 号 ) 时 Fo 一 于 
一 般 地 , 在 第 % 步 所 肥 去 的 % 个 区 溉 之 上 从 左 到 右 ， 依 欢 各 全 
Ha) 等 于 -六 ;部 ，… ;一 守 。 各 下 ,前 数 /(2) 定 义 于 集 
合 Uo 的 句点 上 ,而 在 (652) 中 构成 这 集合 的 每 个 开 区 间 . 上 保持 党 
. 数值 。 再 定义 了 (2) 于 上 ,了 的 端点 ， 全 A(0) 一 0, 了 (I) =1。 我 们 
在 (52) 中 每 个 区 井上 定义 两 数 ,je) 的 原则 乃 是 : 在 第 % 步 所 得 
的 了 Ho 的 某 个 区 疯 上 , 今 fo) 等 于 其 在 应 前 马 得 到 的 邻接 区 间 上 
数值 的 筑 术 中 值 ,而 如 采 这 五 中 的 新 多 阅 之 一 边 间 没有 第 合 瑟 
中 以 前 得 到 的 区 测 时 , 划 可 取 f(z) 等 于 其 在 一 边 的 邻接 区 间 的 值 
与 吨 一 边区 尚 [0, 刁 端 点 的 值 的 算术 中 值 。。 如 此 直接 可 知 ， f(x) 
是 集合 豆 。 上 的 不 减 丙 数 , 把 f(z) 的 定义 推广 到 Fo 上 上 去。 外 
zoEJo。 底 然 .Po 的 测度 是 零 , 那 末 在 oo 的 外 党 邻 域 中 必 有 五。 
的 点 ,而 如 果 集 合 吾 。 的 点 z 从 左边 趋向 于 ro, 郑 来 了 (z) 不 碱 , 井 
有 极限 ,而 此 极限 值 我 们 取 做 了 (2) 在 8 一 处 的 值 。 光 句 话说 ; 
上 面 的 定义 乃 是 :全 (mo) 等 于 f(x) 在 属于 五 。 而 在 m 之 左 的 纤 
上 庶 w 处 数值 之 上 确 界 。 在 点 2=1 处 这 定义 与 以 前 的 规定 相符 , 即 
仍 是 f(1) =1。 如 此 在 整个 区 闻 [0, 1] 上 定义 的 两 数 显然 不 减 。 
不 难 话 明 它 是 连 炳 的 。 素 实 上 , 如 果 省 有 一 晶 断 点 + 一 2?, 阁 末 至 
少 有 一 个 区 划 [f (8 一 0) ,2 站] 或 [2 )，、f(w'+0)] 不 往 成 一 
点, 而 由 于 这 两 数 的 晶 庙 性 , 这 区 风 内 部 并 不 含 f(x) 的 值 。 但 做 
上 面 在 及 。. 上 定义 的 f(w) 族 值 在 区 疯 [0, 七 上 到 处 称 密 , 于 是 得 
重子 盾 来 , 可 知 f(z) 若 不 间 靳 。 在 (52) 中 每 个 区 间 . 上 , f(z) 保 桂 
常数 值 。 由 不 减 连 织 丽 数 2) 出 发 可 以 作 一 完 低 加 法 的 非 委 货 合 
画 数 9(E), 定义 于 (在 任何 情形 下 ) 一 切 集合 上 。 优 上 面 所 述 
的, p( 玉 0) =0, 所 以 9g (9) 在 一 切 居于 瑟 ,。 的 B 集 合 上 更 是 等 于 
. 车 的 。 如 果 取 区 示 [0, 2] , 闭 来 可 以 写成 : 


77， 多 变故 的 交 区 地 网 效 ， - 23} 


foy go] = 0, sito [0, wl) ho, 
所 以 
Fr)= p(t0, oj)= 090, vio) PLD 21 "Eo)o 
由 上 上 呈 所 弦 内 , 第 一 项 等 上 震 ， 而 76 的 浏 度 等 于 区 ,所 久 Je) 简 
化 成 一 个 特异 吕 分 [13]: 
fr)=p(L0, tl °Fo), 
而 me 起 着 公式 (20) 虽 及 的 作用 ,7(z2) 起 着 其 中 wlzw) 的 作用 。 
再 矿 完 一 下 集合 Fo。 连 和 禄 不 焉 画 数 .六 rz) 到 从 0 到 1 测 的 一 
态 实 洲 值 。 在 所 除去 的 每 个 区 关上 ,; 速 癌 苇 端点 在 内 ，F(z) 保持 
常 人 而 所 除去 的 区 岗 的 数 忆 是 可 数 无 穷 的 。 但 了 (w) 一 切 第 的 
集合 定 不 可 数 的 (关税 与 迹 入 生 的 相同 )。 所 以 旺 热 除了 六 除 二 证 
区 间 端 点 以 外 mo 还 包含 其 他 的 以 。 可 以 趟 明 ， ze 有 涉 问 就 的 权 。 
77. 多 变数 的 息 对 连 粮 画 数 。 太 我 们 作 -个 变数 的 绝对 束 丝 点 丽 数 
[7 外 ] 完 邓 一 样 , 也 可 以 介入 多 琉 数 的 突 i 我 们 仅 考 拘 两 亚 
数 的 醒 数 - 恕 在 二 礁 区 间 cas 和 Dc 和 Ey 有 0 二 定义 - -个 壕 流 了 丙 数 T(z, 妨 。 
可 以 种 守之 助 作 一 区 开 斤 [ 教 We 其 中 滩 区 有 间 轴 中 的 区 有 邮 ; 就 是 襄 ; 如 中 
区 了 间 ; 出 不 等 式 @1 志 75 志 22) 扩 yy2 定 光 那 术 二 以 前 一 样 ,使 
PF) = (m2 Y2) _ Fm: Y2) 一 下 《02 YD TI 1)y {53) 
而 5 是 阴 的 或 是 天 的 振 无 关 紧 要 , 风 为 (x; y) 依 条 件 是 束 秆 的 。 如 果 回 
请 (2; 切 添加 和 六 人 十 fx 中， 而 共 中 第 -项 具 与 + 有关 ，, 第 二 项 只 与 y 有 
美 ; 那 末 这 对 pC6) 半 无 影响 。 区 有 间 图 数 85) 肝 做 粮 对 连续 的 ;是 措 它 满足 与 
《23) 相公 的 条 件 [7?41, 诚 是 询 ， 如 汞 对 于 皇 党 预定 的 正 数 8, 有 某 一 正 数 ? 
与 之 相应 , 而 如 35=3,2)…; 翅 是 互 不 重 痊 的 区 用 ,着 且 其 而 积 之 和 < 
那 本 : 
#) | 所 #6 
定义 “两 数 F(x) ) 路 而 证 数 (2 从 的 站 对 注 写 | 现 数 ， 是 指 由 公式 
3) 定义 的 p06) 浊 二 赵 对 违 箭 的 区 癌 语 葡 , 而 只 此 外 的 及 2 人生 g 
及 工 的 元 对 征 统 图 数 。 
fx 丰 在 区 间 入 的 下 边 上 和 左 边 乞 对 速 锁 这 一 条 件 之 所 以 必须 ,是 
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因为 可 能 对 了 (zy; 9) 加 上 一 个 和 Jf1(z) 十 fa(Y)。 号 出 显然 的 公式 ; 
Fls; 9) =[LF (2) 9}—F(ay #) 一 人 (zy oO) + F(a 0)]+ 
. +[F(lg; e) 一 至 (ay OF DW 一 下 (ai t+Flac), 
右边 第 一 项 是 (iay)》)， 其 中 32 5 是 区 间 a<or<ay ce<o yy 而 这 本 数 如 在 
[7 中 一 样 , 可 以 者 示 或 可 和 现 数 的 不 定 重 积分 。 右 边 第 二 珊 及 第 三 项 是 
及 3 的 稻 对 速 线 画 数 ， 所 以 可 以 武 示 成 不 定 昌 积分。 如 此 一 切 乞 对 回 绩 本 
数 了 (zy 多 可 以 武 示 成 下 列 形式 : 


Fe WD =f fs yar ay+ fg ed 
+ 站 hy + F(ay e)。 (54) 


反之 :| 不 难看 出 凡 青 示 成 上 列 形式 的 画 数 必 是 息 对 束 粮 醒 数 。 这 用 健 必 尼 
定理 可 以 把 上 而 公式 写成 


F (ey Y) = | “| ye Way+ g(r) ja 


+ 人 hd + Fa, 0)- (56) 


Fa W = ff, was+ncw Jay+ 
+ 人 gm) drt Fa, o)。 (56) 


由 让 可 知 , 如 果 了 (x;4) 是 二 实数 的 绝对 连 绪 画 数 , 那 朱 对 于 任意 固定 的 y 它 
是 x 的 烃 对 加 秆 画 数 , 耐 对于 任意 固定 的 = 它 是 的 络 对 巡 秆 本 歼 。 首 命 明 
并 不 正确 ， 就 是 驱 一 个 贡 数 可 以 信 每 个 变数 是 和 对 乏术 的 ， 但 并 不 是 二 变数 
的 起 对 加 粮 贺 数 中 。 

公式 (55) 及 (56) 中 第 -项 积分 导 下 的 汕 数 全 定义 [7 条 是 机 对 速生 本 
数 F(x) 切 的 仿 导 醒 数 : 、 


Gs Dy 二 Firs ydy + g(r)} 
(561) 
En = fa Wy Ar 


一 一， 


.四 ”如 者 注 : Wi 们 处 f(z) 埠 =0, 在 以 (0; 0) 为 中 心 的 单 全 正方 形 的 功 
全 点 处 了 (ay 3) 一 


ER 
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这 些 公式 由 积分 呈 下 的 两 数 定义 Said 导 贺 数 ?; 


SE "] -A |- /ew 


如 果 伯 导 图 装 ,及 二 本身 i 数 , 那 未 我 们 可 以 站 
叉 一 切 二 险 如 了 导 欧 数 。 如 是 这 些 峡 | 数 仍 是 二 并 笋 的 冯 对 这 级 图 数 , 下 末 训 以 
定义 一 切 三 阶 导 西数 , 余 类 撕 。 

可 以 证 明 , 篇 导数 在 丸 中 苔 过 是 相应 商 的 梧 限 禾 。 例 如 下 ,是 商 rT fz 十 
十 要 - 卫 (zy 扩 本 为 的 狠 限 ，、 艳 对 带 粮 癌 数 玉 (z; 引 ) 可 以 解 澡 成 平 而 上 的 
点 醒 数 C21) 。 如 果 我 们 人 这 至 面 上 上 取 新 华 标 (z' 儿 ) 代 蔡 旧 的 做 卡尔 于 未 
(zy 幼 ;) 著 末 得 一 新 加 数 (wy) ， 它 对 于 新 变数 可 能 不 是 把 对 束 种 区 产 。 
作为 例子 ,可 考究 反对 过 向 画 数 

rls, W = Fa, 


而 yb 是 速 法 ,但 非 邦 对 速 转 的 夯 数 ， 间 可 屋 它 就 是 在 [76] 所 作 定 义 于 
[0; 了 上 的 六 数 。 我 们 延展 它 ， 使 当 z<0 时 Fo 一 0 而 z> 工 时 jz)=]1。 
上 而 公式 在 全 笠 醒 了 上 定 义 了 一 个 地 对 过 丢 的 次 数 ( 它 于 实 上 只 三 x 有 关 )。 
于 让 而 点 放 同 45”， 得 新 坐 续 ;于 是 

F(a 0 天 了 (GE 
这 夯 教 依 玫 es 成 本 

一 7 人 + 2 "), | 

这 对 于 固定 的 x’ 第 不 是 六 的 税 对 浊 补 下 | 数 ; 们 如 果 志 (v9) 是 二 变数 的 组 
对 束 被 图 数 , 央 依 (55) Fy 应 当 是 y' 的 艳 对 过 入 丽 类 。 注 窟 对 于 任意 进 择 的 
入 卡尔 坐标 ;所作 疼 数 对 于 每 个 变数 的 一 切 全 依 另 - -个 变数 是 税 对 这 秘闻 
数 。 局 翌 上 面 所 贷 立 芍 班 疮 可 以 适 天 月 于 任意 多 变数 的 站 对 带 边 图 数 。 


在 下 季 中 将 讨论 偏 导 施 数 的 更 一 圾 证 义 , 沈 定义 不 仅 适用 于 多 焉 数 的 契 
对 过 筱 酌 数 。 、 


78， 偏 导 冰 数 概 全 的 推广 长 忆 是 平面 七 某 一 区 域 , 就 是 说 ， 
某 一 天 集合 (可 能 是 僵 焉 三; ,并 讼 9 (2， 幼 是 定 尺 于 也 中 的 西数 ， 
并 且 在 DD 内 部 的 任 党 有 劣 的 闭 区 域 D' 上 都 是 可 浏 的 可 和 面 数 。 
再 功 小 (6, 9) 是 可 绩 的 ,并 有 卫 有 溃 入 的 阶 偏 导 数 ,并 在 D' 之 外 等 
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于 震 。 首 先 训 7(%， 功 也 是 连续 的 ,大 在 内 有 玉 各 的 阶 导数 。 
依 D 了 积分 ,这 与 依 D' 到 积分 一 样 ， 因为 在 D 之 外 Ve, Y) 三 0。 
于 是 得 


, JJ [oad Da 


ge dy=0, (57) 


， 为 了 证 明 这 公式 , 只 须 应 用 分 部 积分 , 大 人 以 合 D' 的 基 一 具有 足够 
好 的 边界 的 区 域 忆 "积分 。 依 关于 边界 了 的 条 件 , 炎 及 六 到 下 阶 
-的 导数 各 足 稚 。 此 外 ,举例 识 ， 
G2 OWN Dp oh 
diay Ox 总 ( 9 jy Be.Gy 
_ 9 tad 
| ar 0 (+ J 2 
依 D" 取 积分 , 并 注意 9- 2- 及 9 在 ? 二 等 于 尝 , 于 是 得 (57) 
ee pS i We er 所 指明 的 ， VD 《57) 定 
全 0 办 的 上 脸 阶 导 区 i 串 指 We 
且 要 后 考 及 妹 上 防 恒 数 才 野 丰 忆 内部 注 信 的 ,不 且 在 低 于 了 移 
疮 的 发 一 六 区 城 卫 Te 
| [这 二 (下 oj y= 0 (58) 
在 上 述 定 义 中 可 种 性 是 发 在 DD 内 部 的 尾 污 有 界 了 于 集合 DD' 中 < 
成 并 的。 为 了 让 明 .上 逃 定义 合法 , 必须 证 明 当 把 相 抚 丽 数 等 局 之 
时 导 岁数 o 是 唯一 的 。 设 满 足 条 件 (58) 的 有 两 个 画 数 o1 及 Gao 
尺 须 证 明 宅 们 在 卫 中 相 的 ; 亦 包 在 卫 内 的 任意 这 域 DD 中 相抵 。 在 . 
《53) 中 候 奖 和 你 名 二 1 及 他 = 一 os 钵 把 两 式 宵 减 可 得 


机 | (wi™ oe) dr dy=0, 
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其中 风 是 只 有 上 上 这 性 质 的 任意 丙 数 。 在 下 面 的 一 节 中 我 们 将 证 明 
由 这 等 式 确实 可 知 @91 一 @a 与 基 相 抵 。 广义 导 两 数 的 表示 法 和 通 
常 一 样 : 
oo 

在 基 起 (58) 中 少 的 导 画 数 中 的 合共 区 序 不 起 什么 作用 ,因为 由 傅 
条 件 有 如 炉 导 画 数 。 出 此 直接 可 知 , 在 广义 导 画 数 中 微分 的 次 序 
也 不 起 任何 作用 。 还 公法 意 , 定义 高 阶 的 广义 导 而 数 时 不 须 洁 知 
洲 囊 低 脸 多 导 两 数 。 也 可 能 发 生 下 面 的 情形 ,部 高 附 广 义学 西数 
虽然 存在 , 较 低 阶 的 导 画 数 并 不 存在 。 但 在 下 面 我 们 将 泪 到 , 匡 蛋 
娶 的 一 类 画 数 乃 是 共有 到 某 一 阶 为 止 的 一 切 阶 广义 导 两 数 的 。 作 
为 例子 ,考察 g(x, 用 一 oO 十 了 ( 纺 ,其 中 f(g) 是 在 后 6j 中 所 作 的 
加 纺 丕 遍 数 。 这 而 数 定义 于 区 者 万 : 0<:w<d 0<gy<1 内 。 容 易 
诈 明 , 广义 导 范 数 pr 人 zy 9) 存在, 并 等 于 零 。 依 (58), 这 可 以 归 
知 于 等 式 “” 


fjze de dy+ Er dy=0, 


现在 趟 明 第 一 项 等 于 堆 。 我 们 把 它 写 成 下 面 的 形式 : 
| 记 [y 四 党 四 m， 

而 依 # 所 取 的 导 画 数 是 恢 通 常 意义 的 。 首先 痰 y 积分 ， 可 知 积分 
等 于 过 , 因 为 导 画 数 如 在 某 一 位 于 必 内 部 的 区 域 D' 之 外 等 于 敌 。 
党 全 闻 样 可 以 证 明 , 第 一 项 也 等 于 零 。 现 在 攻 明 ,所 人 的 两 数 9 洲 
有 依 z 的 广义 导 后 数 。 和 或 们 用 归还 放 法 。 裔 如 此 的 导 画 数 ol2, 仍 
存在 ,就 是 说 : 

jf [e+ re) Bow Jar dy=o0. (59) 


定义 西数 


4 二 第 = 章 集合 因数 。 克 4 相对 还 结 性 。 只 分 概念 的 锥 广 


piss WD ole gd 
这 对 于 殖 池 yy 和 值 ,是 傣 2 共 对 连 纺 的 ;村 旗 gs(48; 2) = Pie, y)+ 
十 FJ 斌 然 对 于 许 资 位 :上 天 内 部 的 区 间 D', @ 是 可 和 的 , :上 号 
的 积分 对 于 至 过 3 值 存在 。 下 而 及 式 成 立 : 
[| (9:88 + ob)er =0, 

这 公式 的 正确 性 很 容易 丰 砚 ; 普 先 站 ” 积分 ; 应 用 分 部 积分 法 , 并 
法 总 由 与 如 在 位 于 也 内 部 的 某 一 区 虹 也 外 部 等 于 需 。 扫 上 式 
从 (59) 碱 去 ,可 得 


中 om Wa dy—0 

例如 可 以 识 y 中 防 从 ze。 彼 区 间 D';: ec 去 0 入 0 a<gy<3 积分 , 在 
这 区 间 之 外 站 等 于 汰 , 且 首 先 秘 乡 积 分 ,得 

村 人 全 7 Nt ay 

过 二 O60- j Rl lev? oo dw =0, 
经 然 凹 是 任意 的 ,可 be 的 演 是 党 数 [53]: 

flw) = = ow, ray ar +0, 
辣 


一 个 


这 就 是 设 , 7(o) 是 绝对 过 德 的 ,于 我 们 知道 这 是 不 正确 的 。 如 此 本 
数 p(z, 纺 二 f(z) 十 fy) 有 广义 的 导 夯 数 gw， 但 没有 一 阶 的 三 
、 义 导 画 数 。 我 全 已 净 说 过 , 最 重要 的 情形 为 是 六 具有 从 1 阶 寿 到 
i 阶 的 一 革 广 义 导 夯 数 。 此 池 可 以 证 明 , 对 于 一 个 变数 的 殖 通 值 ， 
1 阶 到 1 一 1 阶 的 弄 导 西数 对 于 另 一 个 变数 是 袍 对 如 粹 的 。 这 命题 
的 诈 明 与 婴 冰 证 明 .Ax) 的 绍 对 汗 炉 性 完全 一 样 。 再 注意 ,整个 广 
义 信 导 夯 数理 渝 自 炙 地 推广 到 任 瓷 多 变数 的 情形 。 

， ”在 一 变数 的 情形 ,广义 偏 导 效 数 无 意义 。 不 难 证 明 , 如 执 p(2) 
有 广义 的 了 阶 导 画 数 , 闭 术 它 以 及 到 (I 一 1) 阶 止 诸 导 画 数 都 是 粮 
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对 速 符 丁 数 。 

?9. 中 估 画 数 ”我 们 介 狠 一 种 下 向 任 一 可 和 西数 7P) 的 方 . 
法 。 如 此 可 以 避 琳 一 在 刘 本 数 £ (了 ) ,这些 醒 数 都 有 一 厂 阶 的 导 
仙 数 ,并 当 % 很 天 时 , 估 一 定 的 意义 与 了 (P) 接近 。 所 得 读 中 值 醒 
数 了 F,(P) 的 导 族 数 与 取 中 慎 的 厨 数 ACB) 的 广义 导 苹 数 是 密切 联 
系 的 ,我 们 以 后 将 看 证 明 。 首 先 作 中 什 面 数 , 并 贰 壕 其 性 贤 。 

发 @ 人 是 对 一 切实 数 二 定义 的 某 夯 数 , 并 变 它 有 一 切 阶 的 到 
常 导 画 数 , 它 在 区 闻 ( 一 也 二 世 内 是 非 站 的 ,在 这 区 间 之 外 等 于 震 , 而 、 


二 oo 中 了 
| CDd= 人 ,olDd=dl。 (60) 
作为 例子 ,可 以 洲 如 下 定义 的 痪 数 : 


I 当 | 页 < 工 时 ， 
of 四 一 0 当 ] 引 各 1 时 ， 
大 常数 c 由 条 件 


了 


(61) 


tl 1 
oatl 
I 


> 一 00, 开 i 


定义 。 如 果 厂 1 俘 由 小 于 1 的 值 趋 返 1 的 , 逆 玉 35 
汝 经 过 t= 革 时, 面 数 w() 的 各 阶 导 确 数 并 不 失 掠 过 秆 性 , 且 对 
于 > 工 变 成 等 于 吉 的 值 。 同 更 当 t 由 大 于 一 1 的 储 趋 近 -工时 
也 一 样 。 
现在 作 在 从 面 上 的 中 信 笠 序列 
ho gE) =mo(ne~nt) olny nm) (62) 
非 鱼 画 数 nw 9Y;6, 7 和 与 六 Y 一 志 及 2 一 7 
有 关 , 在 二 末 区 浊 J? (15 一 全 三 ，|% 一 中 二 十) 之 外 等 于 车 ,而 
纸 (60) 可 知 ， 
{{ gle, 5 €, dvdy=1, ~ (62,) 


EE 
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经 了 (%, 起 是 在 有 界 阴 区 域 Do 中 的 某 - 可 和 而 数 。 延展 它 到 D。 
之 外 ,并 在 Do 之 外 合 它 等 于 零 , 作 中 值 醒 数 序列 

到 (内 于 Fe Wle, ost Vardy, (68) 
”对 于 任意 图 定 的 人 ， 积 分 号 下 的 页 数 在 4&m 之 外 是 雳 ,而 所 
写 的 积分 不 堵 看 做 取 于 区 间 J? 或 信 玉 而 之 上 都 一 样 。- 

如 果 ,7) 在 了 Db 之 下 ,就 是 说 ;如果 人 7) 到 Do 的 距离 大 
于 老 , 性 未 对 于 一 切 足 够 大 的 值 nm 积分 号 下 的 冰 数 恒 等 于 堆 ， 而 
了 (由 =0 对 于 是 够 大 的 刀 成 立 。 不 难得 知 ,中 值 面 数 了 ,CE 
在 双 平 面 上 是 这 各 的 , 划 有 一 切 阶 的 导 男 数 。 例 如 , 注意 由, 只 依 
窑 于 深 % 一 上 及 9 一 ， 

[FEth, n+ — EE, |< 

CNOA A 
由 定义 (62) 及 w() 的 一 到 过 种 性 可 知 , 对 于 任意 预 糖 的 。， 必 窑 
在 一 个 正 数 81, 使 当 | 及 :对 < er 时 ， 
én Cw hy 3 一 下 0) — bn, YE, 9 Se，、 


所 以 
(Eth, nt Ful, | < 中 fe, WD lav dy, 
由 此 , 肯 然 s 是 任 普 的 ,可 知 也 (内 是 束 稿 的 。 租 赴 明 依 有 的 信 


导 丁 数 存在 且 是 圳 前 的 。 作 次 
E+h, 了 = EE) 


=|| fe, Wo—h, Y; SE Pw, Y;6, 1) qdy, (64) 


个 中 值 定理 
wv,(z—h, yié, tt YE, 7 3 
也 


一 一 nor(az 一 nb 一 Jolng 一 mm (0<0<l)。 
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对 于 任意 访 , 右边 合 站 对 从 不 大 于 点 一 正 数 瑟 ， 而 在 积分 064) 中 
积分 号 下 的 沿 数 使 多 对 值 扩 不 大 于 可 和 面 数 玉 1 (8, 力 | 因此 可 
芒 在 积分 号 下 取 标 院 值 , 话 得 

a 人 i -fe, 多 ne Er dw dy = 。 


= 人 17 9) Snes Es Tan dy, 


- 这 偏 导 画 数 的 连 各 性 可 以 与 上 面 完 公 一 样 地 斌 明 。. 上 面 的 证 法 对 

于 一 切 阶 的 分 导 画 数 都 焦 熟 有 有效 ,而 后 者 可 以 由 在 积分 号 下 微分 
得 出 : 

人 | Fo Es YE Daw dr。 (65) 


OE™ OY a | GEO ns 
现在 证 明 有 关中 值 曙 数 的 此 些 兴 天: 
定理 1， 如 果 了 2; 奶 S12, 性 赤 
fiice, fra 01fCe, lsdray, 66) 


Ja 


lim '' fl, WD — be, 9) [de dy = 0o 《67) 
把 (68) 写成 下 面 形式 : - 


Plé, || TE DV E75) fe dz ly, 
而 应 用 千 全 尔 素 不 等 式 : ， 
[PE DI {fbb 958, Dads dy x 
Se x | 本 人 eg D fle 9) [dw dy 
右边 第 一 因子 综 邓 I。 估 5, 积 分 ,站 在 千 边 问 牧 积分 的 次 序 ,可 
得 170] 


[lee, oD 1a ane 


< 人 
二 中 en [ste g; &, atan |az ay 
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”注意 等 式 (62) 及 由, 只 优 从 于 华 标 差 值 这 一 事实 ,可 知 在 .上面 不 等 
式 右边 方 插 号 中 的 积分 等 于 土 , 由 此 可 得 《66)， 因 为 既然 六 cy) 
在 Do 之 外 等 本 0, 在 至 于 而 上 的 积分 可 以 换 成 在 Do 下 的 积分 。 

而 数 了 《sw, 4) 在 某 一 较 Do 宽广 的 区 域 .D, 中 异 于 规 , 而 Ds 当 % 
无 限 增 大 时 趋向 于 Do。 

回 到 公式 (67) 的 证 有 明 。 把 Do 包括 于 某 一 区 湖 ao 之 中 。 对 

于 性 意 预 着 的 正 数 s, 必 存 在 某 一 在 区 面 4 中 过 积 的 西数 
folz， yy 使 [57] 


中 If 一 sg dy <eo ce) 


用 也 (6, 功 小 示 f(s, 的 中 值 面 数 ,并 用 Zuo 9 颖 示 
fo(lz; 急 的 中 值 丁 数 ， 且 姓 在 4。 之 外 fot,9) = 0。 差 值 BE ,DD— 
一 了 ,ol 臣 是 了 一 fo 的 中 值 丁 数 ,而 依 (66) 及 (68) | 


(fl. Bol?de dy<e, (69) 


把 差 值 了 一 五 。 吉 示 蒋 下面 形 式 : 
f—F nr 一 人 一 fo t+ {fo— Fo0) t+ (Fo— Fn), 
人 fiat?+el <3(iel?+ I el 及 不 等 式 
(68) 及 (69)，, 具 


| hindyeeets] Ho- Fodder dy, 
和 如 此 ,由 于 。 是 任意 的 ,为 了 证 明 (67), 只 须 证 明 
lim fifo Booldrdy=0。 +- (0) 
丽 数 所 (2 分 显然 是 有 界 的 ,就 是 用 1P(z, 力 | 二 N。 斌 然 
Frolés m= || Fok, yn, y; €, de dg, 
由 此 可 知 
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PP 人 Ge 人 aa 
< Ne 9; €, Dar y= 


就 是 流 | ol <W。 在 (70) 的 积分 中 积分 号 下 的 泵 数 不 大 于 Na 
而 为 了 永 表 公式 (70) , 只 须 [52] 证 现 殖 欢 
了 0(2 0) 一 (72)。 (71) 

这 在 4 之 外 的 每 点 处 满足 , 因为 这 时 fo(s, 办 一 0， 丽 对 于 足够 
大 的 % 值 , F(x, 3) 一 0。 | 

-现在 正明 (rd) 对 于 凡人 位 于 do 内 部 的 点 (6, 7) 也 满足 。 注 登 
(621) ,可 以 得 

folé, 2) 一旦 9) 一 
= || Eee -he LAC 


dt 


由 此 
|folé, 分 ) —F,,0lt, 9) | 下 
< [| so, Dfoles W Nhe y;é, Dao dy (3 
无 限 地 增 大 多 时 ,区 间 48'? 无 限 地 闲 向 于 点 (6, 中 ,因此 对 于 任 滞 
预 答 的 正 数 。， 必 存在 一 数 六 , 使 当 (oz JE 好 m 及 w> 时 ， 
| 人 扩 一 Jfo(g) 奶 | 志 8。 如 此 由 (62) 及 (72) 可 知 当 9 到 时 
Le 个 一 书 oo 人 四 | 挟 s8) 就 是 股 Bo(zy 仍 一 folw; 人 不公 在 
4 之 外 ,而且 在 它 之 天 也 协 站 ,就 是 说 下 过 成 立 。 如 此 公式 (66; 
及 67) 证 明了 , 而 定理 1 也 完 杂 得 证 。 由 (67) 可 知 存 在 一 序 庆 标 
号 mu 使 五 wz 9)->f(w，Yy) 殖 通 威 立 [57]。 可 以 证 明 , 整 个 序列 
了 ,zw, 纺 世 天 台 赵 于 Fe 仍 , 但 我 们 不 详 姐 讨 诅 。 
. 注 ”如果 关 于 了 (zw, 奶 只 知道 它 在 Do 中 可 和 ,逆水 公式 (66) 
及 (67) 换 成 公式 
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Le, | dr dey <|| lfldv dy : {789) 
有 


及 
lim i fF—B,lar dy=0, (0 


js 


第 一 式 碍 接 由 (63) 可 上 迹 明 ,而 第 二 式 的 证 明 与 (67) 的 赴 明 相关 
似 , 但 不 必 应 用 人行 伐 尔 获 不 等 式 :。 

89， 中 适 画 数 ( 锯 ) 我们 现在 证 明 涉 些 定 理 ， 这 些 定理 把 中 
值 夯 数 与 在 [78] 中 但 藻 的 广义 导 画 数 联系 起 来 。 

定理 2 如 暴 了 (2, 切 在 了 内 部 在 广义 导 丽 数 Fory 那 末 
中 值 丙 小 zw 的 禄 应 导 责 区 等 于 三 义 导 珊 涩 fro 黎 Poon 的 中 全 机 数 。 


纹 忆 ， 人 是 了 内 部 的 点 。 注意 内 恢 存 于 举 标 其 值 ， 可 以 


写成 由 


BE 1) . By, 
endm = 外 六 (全 BE 


=|| fs, . (D139 (78) 


画 数 由 , 在 区 间 4 外? 之 外 是 惟 ， 而 这 区 山 对 于 一 切 足 够 大 的 多 值 
位 于 Do 之 内 。 如此 由, 起 沙 谢 数 几 在 公式 (59) 中 的 作用 ,而 把 这 
式 中 右边 积分 依 颂 式 (59) 代 属 , 可 得 


OF (ED [aflg, 的 , 
BEm Be -|| dr Bor Wa dr dy 和 《76) 


就 是 说 ,中 值 画 数 的 导 曾 数 的 确 中 等 于 相应 导 两 数 的 中 短 责 数 ,只 
须 后 者 存在 就 够 了 。 着 定理 比较 困难 , 利用 这 着 定理 可 击 中 值 夯 
数 的 导 面 数 半 一 些 质 肯定 广义 导 画 数 的 存在 。 首 先 陈 滤 一 辅助 完 
、 滥 ,在 以 后 再 证 明 。 , 

辅助 定理 ” 知 虹 ga(P (w 一 1，2，…) 是 在 上 的 Tz 中 的 谨 
数 序 烈 ,而 


| pAPImAS) EA, 
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其 中 4 是 与 兄 无 闫 的 某 一 -这 数 ， 那 末 必 存在 za 中 的 丽 数 、 2(P) 
及 二 部 分 序列 gu (P)， 僻 对 小 Ze 中 的 任 且 和 数 业 ,了 ) 下 而 公式 
, 起 站 : 


lm | fprmlds) = | emmaiad), (76,) 
本 
| or(P)mlds) <A, C76,) 
现在 萍 明 下 面 定理 。 
定理 3. 如 内 中 位 两 数 的 蘑 一 时 大 数 丘 足 
i | | dz dy <A4, (77) 


判 末 在 Do 内 部 让 在 广义 导 黄 数 /onyo te 妨 ， 后 考 满 足 


NN 


of 
由 上 BrBoo | Ne 


设 D' 是 位 于 mx 内 部 的 任意 阿 区 成 ,而 生 是 丰 夺 附 束 续 导 南 数 的 
画 数 ,并 在 D' 之 人 外敌 于 喜 。 基 然 它 属 : 上 Do 上 的 五 ( 它 是 速 乱 的 ， 
从 而 是 有 界 的 ) ,由 朝 助 定 弄 可 知 存在 一 Do 内 部 Ls 中 的 夯 数 w， 
及 一 序列 的 标号 wy 使 


lim 站 2 dndy=|| wo aroy, (79) 


Te riOyr £ 


A 
积分 公式 


es 0 
J Bid y= (1D): | mgd de dy (80) 


en Me 
出 ， (80 右边 的 积分 的 标 限 等 于 条 积 aym 的 积分 。 章 实 上 ， 
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J —F) Bs -dr ay) < 


< ~ 一 大 ”|。 一 29% dns 起 | 
ax jis Foal’dz dym(D), 


而 右边 依 (67) 欧 向 于 等 。 如 此 在 公式 (80) 中 取 模 限 值 , 可 得 
中 ya dr dy= (~— nal |f Br dy, 
由 此 可 知 , @ 是 广 义 导 责 数 forge 而 定理 每 证 。 
借用 赫 勒 德尔 不 等 式 ,及 辅 号 定理 的 推广 形式 ,可 以 证 明定 再 
1 及 3 不 仅 对 于 工 s, 而 全 对 于 任意 Lp 记 1) 世 成 并 。 
:定理 1， 如 果 fa; ?EL,, 是 取 于 DD 中 的 , 那 来 . 


J mlrdrays|| |f lraz dy, 


页 
lim|[ lf~zlrdzdy-0, (GD 
定理 3， 如 内 中 值 痪 数 的 茶 一 全 亢 数 到 足 
[i Be | dsrdy<A, 、、 


那 来 必 存 在 广义 导 画 数 fy,, 而 后 者 满足 


| a ah 


应 用 定理 2, 可 知 下 面 公式 正确 : 


| af。 az， 
二 un | On Oy Omndyn 


在 研究 中 个 而 数 时 , 全 假定 原 汝 的 面 数 也 在 月 界 区 域 D 中 可 和 。 
都 过 一 此 不 紧要 的 改变 后 ,对 于 了 在 发 阁 残 空间 中 证 意 有 界 区 域 
中 ， 或 包含 村 .Do 内 部 的 任 党 项 区 域 六 中 可 和 的 情形 可 以 重复 上 


80. 中 证 取 效 ( 粮 ) 33， 


钾 的 整个 研究 。 
注 ”用 公式 67) 可 知 ， a 办 改 于 Do 上 的 工 s， 那 未 
中 仿 本 数 依 中 人 秆 移 疝 于 .Fe 大。 更 在 歌 了 (%， Y) 在 Do 内 部 下 


入 , 而 发 D' 是 科 于 Do 内 ee 区 域 。 现 丰 证明 在 这 畏 形 下 
了 2 咱 在 也 中 一 至 起 于 了 ce 力 。 下 面 的 推理 与 在 证 明定 理工 
时 关于 folz, 纺 所 作 的 完 侍 相似 。 注 沪 (621) 及 (63)》, 可 知 

fF(E, DT— Ft, = 


= {06é, 2 7 C8, DIYle, g36, 9de dy, 


| 由 区 ,中 于 和 尽 是 下 的 , 可 每 
If(E, 太一 加 9) |< 


< [Fé, D7, WI, y5é€,n) de dy 


了 下 六 足够 大, 使 涩 ww 入 ,而 人 仿 EdT 时 对 于 人 只 D' 中选 译 
的 任意 (56, D， (ED 一 Jw, 从 | 守 e。 因 为 (48; 办 在 位 于 .Do 
内 部 的 性 六 羡 区 战 中 是 一 致 速 总 的 ,可 以 选择 六 便 与 昼 村 Di 中 汐 
,中 无 关 。 浅 窟 (620), 太 因 为 册 人 ,3 92) 在 4 之 外 等 于 
需 , 出 上面 不等式 可 得 : 当 mw 六 时 | 们 一 百人 9) 大 5， 这 
正 是 所 忱 证 明 的 。 如 果 f(z, 仍 在 了 中 有 资 莘 1 阶 的 一 切 导 阿 
数 , 丽 这 圭 导 范 数 征 玉 入 的 , 壮 示 宅 们 与 广义 导 图 数 相 同 , 而 注 剖 
定理 2 及 上 上 所 叙 束 的 疼 夺 ,可 以 断定 下 面 定理 的 正确 性 : 

定理 全、 如 果 .外 放 及 其 到 了 工 阶 上 的 一 起 导 两 数 孝 是 在 
六 内 天 逐 窜 陪 :下 末 在 位 玉 7 内 部 的 任意 阴 区 域 产 中 , 中 依 画 
数 与 于 说 者 直 的 很 阶 闻 丙 效 本 放下 一 致 趟 向 于 了 (z, 芒 及 起 
各 相 应 阶 导 两 数 。 

垩 注意, 和 加 米 训 中 位 丽 数 了 (2, 四 是 有 界 的 ,如 jee， D'SEms 
车 订 由 (621) 屎 出， 的 非 负 性 可 知 
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Ime, nla) ve De 6 Dm 


在 本 营 末 尽 将 不 明 在 器 18] 中 成 用 过 的 定理 。 
定理 5， 如 是 (cx 2 在 位 于 Do 内 缉 的 任意 阴 区 域 D 中 可 
各 ,以 注 
Ls op dvdy=0, (82) 
wy D 之 外 等 于 过 ; 闻 示 © 在 站 中 忆 当 中 与 淄 相 近 。 
只 须 证 明 ，(82) 不 仅 对 于 具有 连 往 时 贡 数 的 丽 数 9 成 部 , 丽 
是 对 于 在 某 区 域 D!' 之 和 外 等 十 于 的 任意 有 瞄 可 测 画 数 g 成 杰 。 宪 
， 下 之后, 姓 明 &@ 站 Do 内 部 与 者 相手 与 在 [581 中 证 明定 开 12 时 
完 人 又 一 样 。 襄 ” 是 某 一 西数 , 而 [9| 所 wk, 又 识 pn 是 它 的 中 舍 西 
数 ,因而 也 满足 | pa| 志 Hw。 当 及 是 够 大 时 9 在 位 于 .Do 内 部 和 的 此 
一 于 区域 D' 之 外 颖 于 过 ,而 ps Wi 导 画 数 , 依 定理 的 条 
件 可 以 写成 


ff par ey=0: (83) 


而 数 wo 在 D。 中 依 中 值 政 全 于 gp, 大 存在 一 序列 标号 m 一 my oo 
… 使 gm->p 在 Do 中 殖 速 成 喜 。 此 外 ，|ogo| szojo|， 而 右边 
是 在 刀 中 可 和 的 画 数 。 在 (83) 中 做 夹 分 n= 加, oo …， 而 在 积 
分 号 下 取 枉 捐 鸽 , 估 [55] 中 的 定理 可 得 (82) , 于 是 定理 得 证 。 

81. 袁 助 命题 ”在 这 两 季 中 将 介 络 新 概念 并 证 虽 精 助 命题 ， 
莹 些 对 于 斌 明 [73] 中 的 基本 定 退 及 下 面 推广 积分 概念 是 必要 . 
的 。 

我 们 将 考察 C 族 上 的 完 委 加 法 侧 数 gp (2) ,而 Cj 是 由 Ze 中 
” 某 一 集合 Eo 及 用 剧 于 Ze 中 的 co 的 部 分 集 合 所 租 记 ,着 设 G(Co) 
有 和 券 世 不 等 于 需 。 用 坦 所 有 认 类 而 数 的 集合 。 如 肾 9z(6) 及 


Rl. 朝山 命 2 


yal EF, 那 末 Og) Cp) 也 。 我 们 知道 , 对 于 
六 中 的 任 一 (8) ， 利 | 
, tl 一 宫 194Go| (84) 

对 于 分 3o 成 有 劣 多 集合 ;的 任意 分 盔 是 有 界 的 [72] 。 和 和 如 的 
-上 确 界 , 就 是 p09) 在 io .上 的 侈 变 分 , 我 们 用 19 中 刘 示 。 显然 
epi=1c| leh, 其 由 是 常数 。 和 如果 分 糊 全 是 分 钢 6 的 后 炉 ， 
闭 末 我 们 号 眠 5 5， 稻 巧 对 于 任意 分 车 e=e' +e | (0) <: ， 
<|pleN | 十 ,9 人 te 可 知 如 时 > 9) Pp}。 如 果 ,是 
一 序列 分 割 ,使 9) 一 [gi 而 3 >0， 那 末 纪 (的 一 12 和。 区 
果 纪 (2p)-> pd tastD 一 | 而 tk2 士 归 一 1 人 2 二 出 j:， 新 来 全 
5 二 5,06%, 可 得 

tan p> tr He, tpt p+ 
和 如果 名 :是 or 分 着 中 的 部 分 集合 , 那 来 由 不 等 式 
| 多 《8 EGE lpEEN tI EE 

再 求 和 ,考取 物 限 值 ,FT 多 


fp pliglt wi o 《85) 
与 和 (84) 辐 时 对 二 满足 条 件 
当 G( 人 =0 时 yp(8)=0 (80) 
的 画 数 9 (6) 考察 和 
一 YL 32) | 
Sp) = Pe o (87) 


如果 GGD) = 0， 那 本 和 中 初 应 项 成 为 的 形式 , 而 我 们 算 洗 做 
零 。 也 可 以 不作 刀 此 的 保 贸 ee 察 使 -一 加 GC.) 0 区 16 
就 够 了 ,而 这 等 干 训 把 几 使 G (6) =0 的 多 合并 到 其 他 部 分 集合 ， 
中 去 。 Sa(e2) 值 的 集合 并 不 一 - 定 是 书 界 的 。 用 卢 表 几 满 是 茶 件 
{86) 并 使 和 (2) 有 界 的 画 数 p (3) 的 集合 。 集合 Vs 是 六 :的 
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部 分 集合 Fo 不 难 兴 出， 如 果 g (人 EV, 而 地 jw(8)EV,, 那 末 
cn(G) EV (GE) 上 WE ED, HH 中 hc 是 常数 。 和 5,(p) 的 上 
确 界 用 p12 类 示 。 我 们 将 证 明 当 6'>>6 时 , Sy(p) 庆 Ss(9)。 关 
于 这 点 ,只 须 诈 明 如 果 =E'+E7 是 5 的 分 秽 , 基 


pb | ozCG0 ,go) 
Ge a ee A Wk 


就 够 了 。 这 不 等 式 与 干 面 的 同 效 : 
GE GE gE') 人 GE PHAE") ~ 
一 人 (EGG p(E) 0, 
面 由 于 G(6) =G(ETD+G(GO) p(0) = 9(0)+o(O"), 可 以 把 
上 面 不 等 式 写成 
[GCE ) 9p(E) — G6) p (E10, 

与 上 而 一样, 如果 5.9)->fplz, 而 >6,, 那 末 So,(g)->|p|: 。 

现在 对 于 天 中 的 丙 数 证 明 一 个 联结 |p 及 1zj 的 不 等 式 。 
使 用 舒 伐 尔 丝 不 等 式 可 得 


6(9)=B ig) | = eo DS 
</ 训 轨 .、 BC TN Cy, 


”就 是 说 石 (p) MSs0p) MGU30)。 完 从 与 证 明 (85) 时 呵 样 , 可 
以 作 分 割 序列 2 使 和 (2) -| 和 SC)->Tola 击 取 不 等 式 
tl) < VS] ，wV (Bo) 的 极限 可 得 
jpfa<v ie vcC。 (88) 

还 要 洗 辣 一 族 西数 p(@) 。 而 数 9(@) 叫做 其 基本 上 站 界 的 ,是 指 
在 常数 C， 使 对 条 互 下 念 下 人 的 竹 一 作 合 8 部 有 

lp( {<06 (8), | (89) 
而 一 切 大 本 上 有 界 的 画 数 (相应 于 不 同 的 0 储 ) 全 体 表 咸 刻 , 。 由 


8， 辆 动 命 古 - bad 


(8 直接 可 以 知道, 对 于 任意 分 章 5， 5,CP) <02G (人)， 就 是 朋 ， 
Vo 0 是 Vs 的 部 分 o - 

从 前 千 葡 察 过 片 届 定 值 的 点 让 数 E3]。 现 在 介 各 片 眉 完 估 的 
集合 而 数 。 满 是 条 件 (86) 的 集合 面 数 池 (2 时 做 在 56 中 片段 宕 外 
的 ,是 指 存在 一 个 分 5。 为 有 穷 区 部 分 5; 的 分 出 ,全 

(6) 一 各 33990) 如果 5 各 而 G(E) #0 
由 的 ) 一 0 如 果 攻 CA 而 G(Gx)=0。 
如 果 用 ou 过 比值 水 (EW) ; GE) (而 如 果 GCC =0 划算 on 做 
0), 小林 上 面 炙 片段 洗 值 的 两 数 风 () 可 以 表示 成 下 面积 分 的 形 
趟 : 


| (90) 


WO=| PoonPA), (9 


北 中 oz,《 了 ) 是 集合 Bi 的 特征 西数 。 罕 积分 号 下 的 乃 是 一 个 片 彼 
定 值 的 点 厂 数 , 它 症 集合 名 上 等 于 ax 。 到 之 ;及 作 上 面 形状 的 可 
妇 一 定 表 更 一 个 片段 定 征 的 集合 病 数 水 (@)。 

对 于 尾 滋 天 定 的 分 制 6, 使 8。 上 的 任意 一 个 满足 条 件 (86) 的 
完全 加 法 集合 琴 数 9 (2)， 及 任意 一 个 在 马上 可 测 旦 可 和 的 点 南 
数 (号) ， 与 片段 定 值 画 数 ps(8) 及 fol 了 ) 禄 对 比 。 就 是 嘴 济 - FF 
膨 于 @, 的 6 异 下 面 公式 定义 (四): 

5 ) Pp (EF) 《99 


G0) ~ ala 
也 就 是 对 于 2o 中 的 任 寥 @, 借 下 面 公式 定义 它 
i ;> ~ PG) EY “ 
gD) =), Par on (DGG), 由 a (98) 
槛 数 AP) 出 宪 义 为 : 妆 PE 时 (了 了) 等 于 常数 
RP) = | PGE) (94) 


0 第 二 章 ” 森 仿 西数 。 站 对 进 粮 性 。; 和 


如 果 G(ZO = 0, 那 末 表示 式 〈94) 第 做 等 于 省 。 如 果 9 ) 表示 
”成 积分 


v=| FP G0), 后 
那 末 显然 
oa(E -| FP) Ga), (96). 


由 932) 及 f( 卫 ) 的 定义 站 接 可 知 
《cto(G 十 co) )a 一 OpsE ) +enbs ld) 
(or f{P) -Hor PN) =0ftP) tet P), 
现在 革 明 ,如 果 >3, 于 末 I 
(pF)) y= aE) (98) 
在 9 中 每 个 到 叉 分 着 成 几 个 集合 号， 而 做 (92)， 


te WE 


(97) 


由 此 可 知 
(p=|, Bers POS) = 


| Sa 之 wes PIG AS) = 


| 一 | DanlP)G (aS) -wa(E)。 


如 果 “是 sx 中 的 最 大 者 , 那 末 依 90)，| 峡 (3) 1 scG(S ， 就 是 
此 片 婕 定 值 的 欣 食 画 数 必 是 基本 上 有 内 的 。 注 意 , 我 全 Co 
成 有 穷 多 部 3 分 集合 的 苍 荐 而 考察 片段 迷 定 秆 图 数 。 

油 6'>6, 而 2, 是 上 面 说 过 泡 那 些 部 分 集合 。 -gal 四 的 
写 义 可 知 


CO- 


8 朝 此 命 是 253 


因此 
5 避 生 和 人 pdt) = 
py ， pa) 
A PS POR) 一 和 >- GO) 9 
就 是 说 : 


Sy (Ps) 一 SiCO)。 (99) 
”如果 SC8e) 一 1pslz， 闭 术 当 总 一 28 上 时，BsstP3)>}psls。 但 
60, 依 《99) ,S69 一 BS.《9), 而 这 与 2 无关。 由 站 可 答 
lps1z= Ss{9)o (100) 
如 果 ptED EVs, 所 未 必 有 有 分册 序 列 5 存在 ;使 Sw(g)>|p|:， 
所 内 存在 一 分 割 序 浊 , 征 
~ logsmls>leis, (101.) 
号 (400) 不 难 卖 示 成 积分 。 席 gs 了) 是 对 于 片段 定 值 讽 狼 
Pe 的 积分 (91) 中 积分 号 下 的 丙 数 : 
Pp ) :A ， 和 如果 PE 如 。 


于 末 

(6 p63) =a (6 = AE)|, RP)GAS), 
所 以 

5.(0) = BE "| BPD), 
就 是 就 ; 
(一 je 一 | PGE), Gl02) 

而 应 用 中 苑 数 的 玉 党 溉 示 潜 , 可 以 写成 

; 和 os 一 gs CP) 3,, (108) 


还 联 介 织 在 下 面 须要 用 的 两 个 公式 。 依 (98),[p (CD) 一 os(2)]v 一 
p46) 一 ga(6), 如 果 51>0。 差 9s 了 一 gp 了 ) 在 分 着 的 部 ， 
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TSX “~ 一 一 ~ -一 -一 -一 一 -一 一 一 一 一 


分 集合 避 0 询 点 上 保持 定 什 ? 并且 是 对 十 Pas) — ps 《2 的 的 买 雹 
(991) 中 积分 号 下 的 醒 数 ,就 证 说 

pi) 一 ga( 们 一 | [grb) -gDIGUS), 
而 做 C103) 可 以 寺 成 : 

| 《名 一 advls= } Py Ps |:= |gstP) —9s (P) | {104) 
最 后 一 公式 是 关于 两 数 gy 也 ) 的 。 宪 在 E24 的 点 上 环保 持 定 侯 
Ok) ,0) , 而 依 (了 P) 的 定义 , 而 数 (gy( 了 )) 在 如 
的 点 处 取 定 逢 - ee 


1 Ce aa 
3 和 sd9)- 


(2 LL 动 人 (CE ) 
-ey Pe De 
就 是 说 
(gu P))s=gs(P), (105) 


882， 辅 助 命题 ( 禾 ) ”更 在 介绍 -一 新 概念 , 革 对 下 而 很 重 发 。 
汶 9(@) 及 四 CE EV 而 6=O'4Or 足 6 的 一 个 分 荐 ;分 成 两 
互 无 仅 点 的 部 分 集合 。 用 inf[p, 归 囊 示 对 于 媚 的 一 切 可 能 从 荐 
和 gg(8) Ww(8 的 下 确 界 : . 
inftg, 归 = inf Lo (EHHED] ld), (106) 


就 是 说 ， 
P(E) FEN 0E), {107): 
而 鸡 于 任意 预定 的 正 数 8, 必 存 在 一 分 贿 @ 一 品 十 8 ， 使 
PE FYE Ew Te, (108) 


对 于 Ta 中 的 任 写 如 ,而 数 (@) 总 是 取 有 和 汶 值 , 因为 p(@) 及 
(GE 是 有 男 的 。 如 果 取 5' 微 8, 而 取 6"' 为 罕 集 合 ;或 反之 ,县 
得 | 

” oP) oa(B) EE), (109) 


~ 


82， 霄 及 全 是 ( 怒 ) 56% 


现在 就 明 %(6) 是 完 双 加 六 的 。 起 信 淹 成 有 穷 多 或 可 数 无 
涛 多 部 分 集合 《两 汪 庆 公 点)。 屠 未 
PF PI; SO) RE, 

二 的 炽 妆 鲍 各 对 收 癌 的， 全 人 09) ,下 项 ofgz) 组 成 一 收 统 
般 数 , 压 为 朗 9246 及 由 ( 扩 ) 为 项 的 级 数 税 对 下 生 Q, 风 昆 坦 (的 】 
组 成 的 洲 个 帘 数 有 一 与 各 项 次 央 无 关 的 斑 定 和 [I; 18 各 。 沪 2>0 
是 著 定 的 。 站 容 一 分 寡人 = 信守 2B", 全 = 

PE) TEE FOE), pO) TEE Ev) +e, (0) 
OA 号 一 和 8 因而 

6 
应 旧名 0) 的 定义 ,可 以 窟 到 9V5S 十 站 (站 关 ofEz) 而 傅 才 联 
和 ,以 okGE) 及 内 Ge) 的 完全 训话 性 ,可 得 
习 oCD<p(ED+WG9， 
而 由 (Ha0) 的 第 二 不 等 式 可 答 
> WS) Ew Ss) +e, 


由 此 , 钱 舌 8 是 任 信 的 ,可 得 


Yo we) (111) 
大 
现在 证 明 外 反 的 站 等 式 。 取 分 向 休 一 GE 使 下 面 不 
等 式 满足 - 
SD + hE,) SE + ee C112) 
人 恢 直 取 和 ,用 @ 吉 作 1 的 和 ,用 《ss 才 Ge 的 和 ,可 得 : 
yD HPD < P(E +e, (118) 
其 中 司 b=0) 464=F。 但 (的 ) 寺 让 (G82) 守 w( 人 7)( 估 2(E) 
的 定义 ) ,所 忆 由 不 等 式 人 3) 可 得 
(过 > w+, 


+ 
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t 然 8 是 性 沪 的, 可 得 与 (1) 相反 的 不 等 式 ， 由 此 可 知 of( 人 是 
完全 加 潜 的 ; 


oa)= 习 o(Eo)。 


如 中 ， 内 双 式 (100) 定义 8 义 的 ol) 也 用 于 Fa。 

再 对 于 六 ;中 的 任意 p97) 引用 下 面 的 发 示 法 : 

2r (ED) 一 inffoy mnG]。 (1 

留 症 G()>0, 可 以 得 知 ,，Vrix(Ej> pn(E)， 此 人 外, 佐 《109)， 
pr 人 夺 p(@)。 和 如 此 ,对 于 任意 售 于 Eo 中 的 旭 , 当 n>oo 肝 pn( 自 ) 
序列 有 有 劣 极限 。 再 提醒 粮 村 束 秆 性 的 定义 : 

9(9) 时 做 在 5o 上 存 对 如 和 纺 的 ,是 指 对 于 性 意 了 预定 的 正 数 e， 
必 存 在 一 正 数 光合 当 GEJ<m GEGcCeEo， 而 终局 于 Leo 时， 
jg (8) |<so | 

辅助 定理 1， 各 果 9(@) 是 在 & 上 站 对 速 逢 的 ,项 米 对 于 会 
意思 于 Jrv 而 含 对 Oo 中 的 6 pl6>9 (四 。 | 

谣 s> 0 是 预定 的 。 对 于 某 一 分 袍 8=0 二 Gs, 依 (108), 可 


知 
plE) FnGes) < (6) Teg te (5) 
但 恢 定 理 07 ,9p(6r), 而 是 一 确定 数 ,而 由 (了 5) 可 知 
G(ED) < N+ (116) 


其 中 右边 对 于 足够 天 的 m 必 二 9 则 此 , 依 2 的 的 狠 对 速 艇 性 ,可 
知 [p91 志 8 对 于 一 切 是 够 大 的 和 戌 这 。 由 《了 5) 的 第 一 不 等 
式 可 知 p23) <gn(6)t+s。 但 96)=g( 四 -gl6), 所 以 
pO SpA tt, 而 佐 |9(G5 | 入 s， 可 知 9(@) 一 
一 nt 全 28 。 艇 然 8 是 任意 的 ,所 以 piGE 一 0 。 

埔 助 定理 名， 对 于 非 氏 的 完 杂 如 交加 法 网 数 2(9， go 的 极限 
是 在 ve 2 上 外 对 速 筑 的 完全 如 法 画 数 。 


82. 畏 昌 命题 (后 ) 全 


全 Jim gt 6) = 二 gE)。 琅 苇 pa( 人 是 完 交 加 法 的 ,天仙 的 ， 
由 [6 入 中 的 精 助 定 烛 可 知 9) 甘 完 在 加 法 的 ,， 汪 (1097 可知 
0 过 pn( 人 过 aG (7)， 轩 于 每 个 pu ) 是 经 对 速 线 的 。 又 出 不 等 
式 geaofldlo 一 全 和 oo( 吕 一 8 ， 其 中 ecEo， 可 知 VC (CEo) 一 
PVF) 六 3h (Go) 人 Pn) b 就 是 
Og — pS) EPI Fe) 一 pvco)。 (117) 
由 此 可 以 在 出 对 于 心中 的 一 切 中，po 人 GE) -一致 胸 煞 于 p10)。 
留意 py 的 经 对 这 篇 星 ， 可知 ee 在: 上 证 是 经 对 速 千 
的 。 人 可 以 加 定 %=15; 使 (G0) 一 
一 gw(E0 SS 5。 如 此 , 依 (17)， 可 知 9 "(8) < pn) + 猎 
然 pil) 上 Ea 证 酉 的 , 必 存 在 一 正 关 7, 便当 CE 人 (GE ) 去 
二， ProlS) < 3 于 是 由 上 面 不 等 式 得 :如 果 2C60,G(E) 亏 
<0, Ng) ee 而 辅助 定 再 丰 了 。 
埔 助 定理 3. 如 是 2 人、 才 且 野 二 非 锡 的 ; 让 4 En 9 上 超 对 
训 种 的 ， 来 对 于 全 兴 了 定 的 8.>0, 必 伍 在 一 基本 上 有 和 从 岗 效 
由 (CE ， 低 


2 一 则 lss。 (118) 

由 (09) 人 可知 0<g.( 人 ) 世 nG(O), 就 感 说 繁 个 p,( 罗 ) 昨 上 基本 

上 辱 界 入 。 响 钴 ，p( 仆 一 B19) 0, 所 以 这 着 在 So 上 的 全 次 分 

等 于 其 在 5 处 的 入; 就 奸 流 gC 一 pn( 外 上 =p (0) 一 gn(Go0)。 

但 弃 然 p40) 是 犯 对 这 纺 的 : 傅 畏 肋 符 理工 可 知 pu(20)->9p (60)， 

就 是 识 |2k 一 par>0, 所 忆 为 了 满足 不 等 民 导 18) ,只 须 ] 芭 

由 (全 等 于 一 个 与 足 通 大 的 兄 什 加 应 的 pa( 人 站 就 可 以 了 。 训 实 上 ， 

可 以 取 茎 一 在 So 上 片 岂 定 秆 的 轴 数 亿 册 (8) 以 满足 不 等 式 (118)。 
首先 对 于 了 中 的 曙 数 p32) 证 明 这 点 

定理 4、 和 如果 RO EF,, 着 术 对 于 任意 再 定 的 2 之 0, 必 存 
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dR wv. 3 EDN 


Le | (19) 
设 了 (PD) 基站 co 于 向 三 中 的 可 测 岗 数 , 而 | 
2 5), 了 CODEG)， 
如 果 Gy 二 0 二 这 式 算 侯 每 于 乔 。 古 扒 
| CFP) a Glas)=| FAPIG (dE) 一 GD)。 


r 


在 这 式 中 全 6 一 扣 ， 而 4=]， AP)GC48): GCE ， 扩 中 心 是 集 
合 名 在 牙 女 章 5 中 的 部 分集 合 ,大佐 到 和 ,可 得 
FFP)—f DE 1AP) I — IP). (120) 


如果 6'>5, 取 f(P) 一 gs 也), 而 9s(P) 是 册 现 地 公式 (102) 中 的 


国 数 ; 赣 末 继 C0 四 ,fs(P) 一 关 CP) ,而 从 (120) 可 得 。 
gat P) — gs PD), = gl PY — Hg PS,, (121) 
贸 意 (103) 及 (104) , 可 以 写成 : i 
{9 — pa) lz= pla ~ lpslso (122) 


引 (401) 在 罕 分 害 序 刘 6, 及 55, 使 2p 一 p85 一 19 一 964s, 而 
[wile> lw ha。 对 于 序 风 67=6,6% 可 知 | (po 一 psp 一 pi， 
| pa 和 和 2 9):， 首 民 22) 虽 全 5' 二 部， 攻取 极限 ;得 

lop):= lpls— psls。 {128) 


究 全 (101) 可知 存 容 一 分 戎 5, 使 Se 中 的 右边 科 e, 于 是 合 
of 一 Oo 人 可 得 人 19)。 


定 狐 2&. 如 果 2(EJEF os 才 及 在 人 上 烙 对 速 乱 、 闭 未 对 于 
任 芒 预 宕 的 下 数 8， 必 有 一 在 如 上 的 片段 定 信 疯 数 人 (6) 存在 ， 
厂 . 

2 一 se。 . 0) 


可 忆 把 p 才 成 两 人 严 ; 中 的 非 偶 济 数 之 其 的 形式 : (= pA)— 


Ww 


上 


83、 基 水 定理 3265 


一 ga(@), 而 如 果 存 在 片段 定 秆 醉 数 (8) 及 ws( 仆 ,使 191 一 
一 所 和 ,Ps 一 obi 世 可 ; 闭 未 名 (9 二 (四 二 wa(E) 也 是 片 
自 定 值 耐 数 , 并 且 满足 ( 坡 《85)) 
[op—oy< lpi— ot lg — wal e, 
如 琵 , 只 须 就 莫 贷 本 数 Pp(2) 的 加 形 证 明 本 定 许 成 铝 了 。 
个 辅助 定型 3, 必 存在 一 其 本 上 有 界 的 次 数 由 (3), 使 |p 一 


一 < 各 。 酌 数 水 (8) GVs[8 了 1, 托 以 存 伦 一 片 英 定 值 的 而 数 
%(O), 使]y 一 ol<yeigy。 依 (88), 弛 -oli< 香 , 而 应 用 


(G0)® 
(85) , 可 以 写成 
lo—oh<le—yh+ly -ol <+ 有 = 


于 是 定理 证 明了 。 

定理 工 的 糙 数 等 于 淮 : 在 Fa 由 也 【ol 为 范 数 ,区 片 恨 定 值 画 
数 是 到 处 稠 知 的 ， 而 定 翰 2 每 于 如 :在 天 中 的 记 对 示 逢 了 数 的 窑 
向 中 ,如 取 el 为 范 数 ,如 片段 定 值 画 数 在 共 中 到 处 和 密 。 

83. 基本 定理 ”现在 回头 证 明 在 [73] 中 陈 壕 的 基本 定理 。 与 
土 面 一 梯 , 只 有 握 就 Pi 中 的 非 负 画 煞 2( 2) 药 情 形 证 明定 理 就 够 了 。 


与 以 前 一 样 ,用 pg“0CG) 表示 由 (114) 定义 的 南 数 9u(4) 的 村 


| 尘 休 加 法 闻 数 


限 。 佐 糖 咏 定 班 工 及 2， 为 了 给 式 Ce GT 一 92) 大 克 ,党 须 旦 只 
须 8(3) 是 在 如 上 组 对 加 籍 的 。 潍 这 点 不 成 下 。 作 福 中 非 负 


PS) p98) — po), (125) 
我 们 将 永明 9e1(4) 是 073 中 忆 作 虹 币 的 于 一 特异 项 。 全 
gO =inf lpg®, wa 的 二 各 全 PC — po AE) FuG (en)], (120) 


取 满 足 条 件 (11 加 及 不 终 式 (116) 的 分 < ?二 外 十 ay 依 旦 当 


wyco 时 和 (6)-30 。 留 党 定义 (126) 可 知 
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pCE) Sp (GE) tu (ey) — pe (4) = 
A 2 
就 是 设 , 依 人 15) ， 
PHI) Ep Te pS) — pI Es)], 
但 巴 然 p29) 是 息 寻 连 炉 的 ， 可 知 对 于 一 切 足够 大 的 n, 0 所 
pAEr) 所 8， 所 以 
PO <) yy) 一 9co( GD) 二 26 
留意 -Jr 一 >o220GD， 可 得 jin ww gs2e) 而 角 然 * 是 任意 
的 ,可 知 lim 9 (一 0 对 于 一 加 如 成 立 。 但 wp) 是 非 仙 的 ， 
井 且 当 久 培 加 时 是 不 减 的 ,因此 对 于 一 切 7， 
pa OD = int [yeG DATnGC 和 一 0。 
把 这 圭 果 就 m=1 应 用 于 46 上去, 可知 对 于 尾 生 预定 的 正 数 e 必 
存在 一 扁 于 Lc 划 含 于 66 中 的 集合 如 ,使 
pI) Gm En) < 
”由 此 , 依 gg 及 GE) 的 非 负 性 可 知 


GOCE < or 人 Gdo 一 要 挟 


六 


在。 (127) 


作 拘 合 人 @ 二 2 十 人 十 …， 这 集合 也 属于 ec, 并 合 于 5 中。 留意 
ER :对 于 二 意 % 成立， 相知 G(o 一 名) 所 -二 Dn 5 而 使 % 培 向 无 委 ， 
得 (5 一生) 一 0 。 另 一 方面 ,留意 
Ei (Gsm) + (Es 2 十 … 
及 (127) 的 第 一 不 等 式 ;而 且 因 为 2(E) 是 非 贷 5, 可 得 pAEL)< 
二 8o。 所 以 
PIG) EE Go 一 2 =0。 
使 go 一 4 一 5e 可 知 对 于 任意 s>0, 必 存 在 一 含 于 Go 的 集合 
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,个 Se 
PRS) Ee, Gl(S)=06 
裔 s.>0D, 而 s>0。 那 末 
JEo 一 Ce GF)=0, 
也 集合 百 = 人 好 十 由 于 上 烈 的 第 二 不 等 或 ,可 知人 (五 ) = 
一 0 ,而 食道 CCH 对 于 任意 成立; 候 第 一 不 等 式 po-- 
一 吾 ) ss 于 入 无 限 夫 大 入 可 得 gp 人 CI 二 0。 因此 ,在 在 
如 ,使 
We D0 CH 0 f128， 
任意 吕 一 末 二 (一 ET 杀人 LOTC 开 ， 人 重 由 公式 (28) 
中 的 第 一 全 及 pm 的 茵 但 斥 可 知 pg 中 (BGH)=0, 所 以 
9 一 be)。 从 而 存在 五 ， 使 
pI) = pHNEH}, BW GCH)=0, 
如 了 此, pCE) 就 不 个 可 中 公式 (14) 昱 面 的 对 异 项 。 贸 洁 {125) # 
注意 yg59(9) 是 经 对 这 粮 的 ,可知 为 了 证 明 中 3 蔚 的 定理 只 须知 
明 下 证 定理 就 够 了 。 
定理 几 六 中 的 外 对 油 # 速 纺 函数 国 数 24 局 可 表 丰 积分 的 形式 : 


p( 们 =| AP)G(d)， (129) 


其 也 县 丰 <o -可 齐 且 可 和 的 。 
依 定理 2， 必 存在 一 片段 定 值 邱 数 on《 人 ,使 


让 
19 一 niana， (180) 
由 此 可 知 , 依 (85) ， 
on 一 onjas: No tho, < 起 。 


但 任 一 or( 仿 ) 是 一 个 在 0 .上 上 取 有 劣 众 个 衣 雾 信 的 片 必定 佑 击 数 
9.CP; 的 积分 [811: 
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os( 拉 一 | gs(P)G a0), 


out) —0, (0) = | Loot) gD) GAS), 
这 未 戊 积分 的 集合 隐 数 的 怒 变 分 蕊 是 [7 : 
ens —w,(®) =}, |grra( P)— gs P)|G(S), 


由 此 


| ligaP) -gp) G8) < Hu (31) 


而 帆 交 些 积 妇 租 度 的 角 数 收 但。 和 如 此 在 6。 上 下 硬 级 数 然 电 收 
效 : 
[ga(P)I+ gs(P)—gi(PY | + ga(P) —ga(P) +, 《139) 
于 是 下 面 扑 数 下 是 殖 尖 收 色 的 : : 
f(P}=g(P)+ [9 P)~ gi (PI+ [ga P)—gel DP)1+., 
就 是 议 , 在 6 上 殖 表 gu(P)->f(P)。 依 4L31)， 胡 数 132) 的 和 是 
在 &。 上 可 和 的 丽 数 。 但 jf(P) | 二 这 和 ,因此 f(P) 也 是 可 和 的 。 
FP) =g(P) 十 [gui(P) 一 ps(P)] 十 [ges(P) 一 port(P) 十 …， 
六 意 (131) 可 知 对 于 56 中 的 任意 必 : 
if(P) -gn(P)IG(GO) < + 

由 此 直接 可 知 对 于 一 切 6， ; 

7 lm) =lim |, 9.(P)G9(45) =| f(P)G (46), 


另 一 方面 ,由 Co 上 的 企 变 妇 的 定义 及 (130) 可 知 


ACO CO LN 


、 由 此 可 知 对 于 一 切 &， ow 外 ->q(2) ,就 是 说 
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vt) =|, FU) GS), 

而 定理 证 明了 。 到 此 为 3 何 候 入 G(Lo) 等 也 有 劣 数 。 如 果 
G(61) 一 填 oo, 那 未 辕 虹 可 借 具有 有 盆 BC 值 的 集合 Ex 取 瓜 陵 
而 得 出 ,因为 关于 后 者 定理 已 证 明了 ;而 上 了 (如 ) 与 各 无 关 。 

84、 黑 林 梧 尔 积分 现在 更 洋 尊 地 考 纤 7 的 性 质 。 首先 注 
党 ,由 条 件 (86) 可 知 如 果 9(3) EVs, 半 末 它 是 绝对 束 档 的 。 同 时 ， 
公式 (128) 成 下: | 
lo~—9ala= tol gl:, (188) 
而 此 外 [81]， 

gE) =| go PAAS), Ipsls=|, PIGGS), (134) 
仿 (101) 可 以 选择 66 的 分 萌 序 列 ,全 


lp 一 eol lole—lou leprae 35) 


”和 如此, 依 (88)，19 一 pol:s 芭 ， 而 依 上 闻 害 理 的 证 明 可 知 
gra( 了 ->f(P) 在 60o 上 殖 逼 成 立 , 而 


ot) 一 | FPYG (0), 0) 
由 (184) 及 (135) 可 知 
{geniols, |, PGs) 1pls, 
应 用 5551 中 的 定理 4 可 以 与 成 
| PCPeee) slo， (187) 


由 上 噬 可 知 f(P)Ebo 上 的 Ls。 现在 丑 明 与 (187) 相 反 的 不 等 式 。 
应 用 告 伐 尔 茵 不 锻 式 于 (136), 可 以 写成 
gEV<| ,fp) Ge) | ca) -GCC FAP) G0), 
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用 GCE) 除 ,并 使 上 取 和 ,可 委 

Y (CD Pi 

0) P< Pe), (138) 
因此 到 上 面 和 的 上 确 异 可 知 


lj] PCP)Gta 人 )。 


与 (137) 比较 可 得 
lz|:= | PP)Gde (189) 

于 是 族 明 了 :对 于 和。 中 的 任意 9(6), 出现 于 表示 法 (136) 中 的 而 
数 F(P) 岩 于 ,而 公式 (139) 成 立 。 反 之 ， 如果 知道 (6) 由 公 
式 (186) 豆 示 , 而 JP)EeEo .上 的 工 ,, 郑 末 由 (138) [这 是 由 (136) 
部 可 得 出 的 ] 可 知 Y(4) EV。。 和 留意 表示 法 (136) 的 唯一 性 , 可 知 
下 式 (139) 成 立 。 上 是 得 出 下 面 的 重 机 定理 : 

定理 1， 为 了 (6) 局 于 2 上 的 For 必 须 凡 只 须 %(E] 能 
A So 上 的 zs 各 时 这 条 体 轩 钴 
是 ， 是, 于 未 公式 (189) 成 立 。 

再 举 出 9(6) 局 于 Ts 的 另 一 必要 且 充 分 的 条 件 。 

定理 2， 为 了 %(G) 属于 5 上 的 人, 必须 具 只 开 存 在 一 个 
在 Oo。 上 完全 加 法 的 贺 数 及 (4) ,使 下 而 不 等 式 满足 : 

| (EAD HS), (140) 
事实 上 ,如果 这 条 件 满足 , 那 示 和 5,(p) 是 有 界 的 : 
| St9) = PAE) = HG), 


反之 , 如果 p(E) EVs, 那 未 公式 (136) 成 立 ,而 f(P) EE。 上 的 
I， 所 以 在 含 于 且 依 9《E) 可 测 的 任意 集合 上 所 作 的 了 也 包 
含 PCP)。 屋 

五 -| (Pads), (41) 
对 于 (1L86) 使 用 每 伐 尔 区 不 等 式 可 得 (140) , 于 是 定理 直上 明了 。 


84. ”出 宁 络 尔 积 对 -0 


如 果 gL) Eo 上 的 ps, 旨 术 和 Si(p) 的 上 确 界 是 做 黑 林 格 
尔 积 分, 关 用 下 而 方式 表示 : 


| c= 1 Ys gS) ， 
1 Za SPSs (Pp) | GU) o {142) 


由 公式 人 39) 可 得 -月 勒 具 黎 积 苍 懂 示 黑 林 属 尔 积分 的 方式 : 


Na, ey 2 ye 
| GE | PIG(AS), (148) 


如 果 分 荐 8 是 分 割 6 的 后 涪 , 而 5 是 积分 (142) ,就 是 就 和 等 于 利 
Sst9) 的 工 克 异 , 闭 未 我 们 知 潜 Sp) Stp) 二 。 留 次 这 虚 ， 
可 知 积分 (142) 具 有 下 询 性 质 ; 对 于 任意 预定 的 s>0; 必 有 一 外 
基 6 疮 在 ,使 其 任意 与 黎 站 邦 能 满足 下 而 不 等 

| 1 一 SO se “(5' 是 5。 的 后 稳 )。 (144) 

现在 证 明 闪 让 过 姓 质 的 二 具 能 是 唯一 的 、 息 还 有 一 个 具有 有 
这 性 质 的 数 富 。 除 ( 昼 44) 之 外 ,还 有 漂 于 任意 55 ,|2 一 S638) | 
去 8 其 市 页 起 着 (4 多 中 的 6 的 作用 。 到 积 癌 二 5.64, 可 以 得 琴 
个 不 等 式 : 
当 3S> 时 iBp) ee, | 人 一 Go(0) | so 
对 于 驻足 条 件 5358 的 尾 一 分 戎 6, 焦 朵 一 和 一 (一 (pp)) 一 
十 《Sa(9) 一 四 可 得 :、 
[ile -Sr) | +i— Sp)|<2s, 

由 此, 朗 然 8 基 任 意 的 ,可 知 纪 =%。 训 8 中 及 pa (四 EV; 性 锋 
本 5 


Sslp, 91) —B 2, (145) 


、 Ek) 
a 
po (oo -站 入 下 性 | 


一 冯 > 纪 ET) PISE) AE; 
"GSE) 2 3 GE yy (146) 
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”就 是 肘 
1 i 1 
Sslp, 1) 二 可 Sl + gr) 一 可 Sslp) 一 襄 Ss(91)o 


对 于 右边 的 每 个 和 , 性 贤 (144) 宪 上 站 , 叉 因 为 必要 时 可 以 用 几 个 

分 割 的 积 狂 换 各 个 分 割 ; 所 以 可 裔 所 取 的 8 是 辐 一 个 。 各 此 和 

Sa(2，91) 也 有 性 次 (144) ;而 与 和 和 CT45) 相 应 的 数 4 吉成 。 
二 | 9 {dF) pi (0a) . (147) 


Gd ° 


留意 (146), 可 以 写成 
| pd) pt A [g(as) tpldd)]? _ 
2 Fae) 


Or ) 
村 六 a 
-- 亏 a Gy Djs, GB? 
而 再 留意 (148), 可 知 
dF) p05) ; 
GO) FPYFAPYGdS), (148) 
并 中 天 (P) 是 五 中 与 p91(8) 相应 的 求 数 : 
oD DG, Ge) 


更 一 般 形 式 的 和 


9s Su Ps JE (150) 

也 可 以 同样 研究 ;其 中 了) 是 ee G(2) 可 测 的 闲 数 ,而 也 

是 人 中 任意 一 点 。 可 以 永明 , 对 于 这 样 的 和 也 必 有 了 唯 -- 的 基 有 

性 质 《 到 多 的 数 了 存在 ,但 这 时 (44) 中 的 5 须 换 成 co) 而且 (144) 

中 的 不 等 式 对 于 任意 选择 的 点 都 满足 。 这 数 了 可 以 者 示 成 勒 
具 格 -斯 担 勤 杰 斯 积分 : 

I=|, uP PY OAS), G51) 


尾 实 (144) 是 下 面 将 状 到 的 积分 一 般 定义 的 基础 。 在 下 池 中 将 更 
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涪 尽 好 3 书 赛 一 个 变数 的 情 并 。 

和 于， 一 个 变数 的 情形 ”在 研 完 一 个 变数 的 光 形 中 ,我 们 将 从 
点 酚 数 所 发 ， 大考 几 村 活 讽 数 的 关 的 旦 的 情形 。 为 简便 起 见 将 使 
用 下 而 的 者 未 活 : 并 由 4 ee [a, 8]1, 著 末 本 导 47(m) 将 
溉 示 状 值 548) 一 +C@)、 南 9(2) 是 让 有 淄 区 好 [6, 四 上 的 不 玻 连 
类 耐 数 , 而 了 (wz) 是 在 这 区 团 虐 贡 - 去 污 德 诅 数 ,并 只 有 有 下面 性 择 ， 
印 当 4g(o=0 有 时 47 人 (=0。 证 人 和夫 区 出 [e, 妇 和 的 一 分 寡妇 这 
区 人 情 为 有 穷 多 个 部 分 区 届 水 ， 而 二 

Bo 一 衬 4 (152) 

凡 有 共有 0:0 形式 的 项 算 佐 玲 。 当 座 加 新 分 基点 时 这 和 是 不 践 各 

[参见 87] 。 我 尊 只 和 钼 下 分 成 还 明 的 分 向 ,而 且 在 趟 明定 理 时 与 分 
荐 成 做 GE 可 测 的 化 合 叶 一 样 开 推 理 。 

定理 1 ， 为 了 和 SS; 的 站 的 策 合 有 蜡 , 必 须 旦 只 珊 日 只 须 存 在 一 个 在 

”Fe 要 上 不 减 的 有 界 曾 数 Roy 使 对于 1 站 的 征 避 高 分区 周 下 


NY 


画 不 综 式 字 襄 Xb et: 


CAPEAg A {158 
如 果 这 条 件 满足 , 那 未 和 Ss 中 的 前 摧 不 是 过 dih, 而 对 于 任 译 分 
盎 ，SesX(3) 一 hl) 
现在 证 明 (153) 的 几 要 性 。 如 果 和 As 在 整个 区 岗 [e, 7 下 在 
_ 虱 , 那 末 在 共 儿 意 一 个 部 分 区 间 上 地 有 异 。 用 8) 宫 示 5; 在 区 
疝 [e, 2 上 入 上 确 内 : 
hl) ~—sup sa 在 区 间 [cy, 2% 上。 

与 证 明 公 变 共 的 夯 法 性 党 企 一 样 : 可 以 证 好 5 对 于 仁 半 部 
区 办 fo, 8 2. 的 上 硝 界 笑 村 有 (8) 一 A(@) 二 让 ， 所 以 有 (7) 是 
有 具 国 笋 。 息 虹 丰 时 区 轩 4 分 磺 训 分 经 溃 ) 避 示 对 汗 区 并 4 帮 的 
和 Bo 变 记 了 办 项 的 (248934g, 而 它 小 于 和 在 4 二 国人 
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4 所 以 (47)3: 4g 志 人 ,于 是 得 (153)。 
裔 GLE) 是 由 语 数 9(%) 所 产生 的 [4, 四 上 的 区 介 丽 数 , 叉 识 
了 lw) 具有 下 面 形式 : 


Fo 一 7(oG(aE)+O， (154) 
其中 (2) EI 。 那 末 
4- rametae)- | 
而 应 朋 千 伐 尔 花 不 等 式 , 可 得 
(am)’<| .PPOG(E) |,G(06) = 4g(o)， ,| P(r) (a6), 
就 是 梧 杀 件 (153) 谐 足 , 且 
oO PaOedee， G5) 


而 由 于 9 人 2) 的 连 炉 性 ,区 上 昌 fs, zj] 是 卫 与 否 井 无 关 勾 。 
盈 式 (54) 引 出 一 个 完全 加 法 的 集合 画 数 


(0 =| fae0), 


. 蓄 面 数 定义 于 一 切 焦 4(@) 可 测 并 含 于 fa, 外 中 的 集合 上 ,而 
AF =9(4), 和 


~ 


Ex 
D2 GS) 《156) 、 
有 上 确 界 工 ,而 了 由 县 式 (143) 表 示 : J 
I-| FO) (167) 


吏 在 证 明 若 只 考 碟 分 [4, 妇 为 部 分 区 闻 的 分 割 ， 相 应 的 和 (152) 的 
上 确 界 也是 这 数 了 。 首先 这 上 确 界 的 值 死敌 如 何不 会 大 于 了 。 利 
用 9(G) 的 息 对 尝 秆 性 , 可 以 证 明 积 分 (157) 出 是 和 (152) 的 上 答 
界 , 虽 然 人 152) 中 的 耸 逢 只 分 [4, 下 成 部 从 区间。 依 上 面 所 弗 ， 对 
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于 任意 预定 的 正 数 8 ， 凡 有 -画册 3 存在, 它 人 区 而 ,四 虑 用 
多 个 可 测 集 合 多 (= 2，…y ,大 全 
名气 > ey (158) 


寺中 就 是 积分 (157)。 入 党 a i 定 组 1 的 必 又 条件, 可 知 对 、 
于 任意 Gr 必 存 在 一 初等 圈 形 瑟 ， 就 足 就 有 劣 多 个 斋 焉 无 公 点 的 
宇 开 区 则 之 和 ， 吏 足 
隐 十 奢 二 十 四 (一 1 2，…, 0)， (159) 
巷 由 长 芒 或 的 浏 度 是 征 合 小 的 。 庄 集 合 Cx 是 两 殉 无 仅 点 的 , 但 
由 于 尾 的 作用 , 诸 Rs 可 能 有 翁 虚 ,就 是 说 RxRiCeleY, 而 这 些 公共 
部 分 的 济 度 也 基 任 党 小 的 。 在 (159) 的 每 个 等 式 中 ,我 们 可 以 
把 及 与 其 他 也 的 公共 部 分 归并 到 九里 法 , 并且 注意 这 些 翁 共 部 
分 也 是 可 以 未 成 有 淄 多 和 牛 开 区 章 之 和 。 如 果 1 是 庄 收 与 & 的 测 
度 中 的 最 天 者 , 那 末 对 于 这 些 源 的 &,， GE) 所 (wn 十 了 Dn, 因为 
G(RER) SG (ef) <n 。 加 上 是 可 设 花 前 笑 式 (159) 中 庄 RB 两 两 
无 臣 点 ,关上 且 拷 与 吉 的 测度 那 是 任意 小 的 。 
留意 (158), 以 及 %(2) 的 友 对 汪 灶 性 ,可 取 诺 尼 及 全 的 测度 
是 驴 小 ,使 


局 p22(Re) -、 
站 G7 和 > > 了 一 28。 


识 4(s=1,2,…'， %) 是 组成 庄 的 一 切 部 分 区 曲 。 留意 (871)， 
可 得 


oa 
人 的 > 98 (160) 


诺 然 9(2) 及 卫 (z) 是 束 续 的 ， 沙 可 以 算 做 于 的 也 可 算 做 开 的 区 
怖 。 这 些 区 沸 可 能 并 不 复 蓝 [&, 休 ， 凤 补充 上 与 共 余 区 尚 相应 的 
庄 项 。 因 为 这 些 项 是 非 负 的 , 补 沈 后 之 和 更 应 满 是 不 符 式 (160)， 
斌 然 8 是 枉 意 的 ,积分 (157) 必 是 在 条 件 (154) 之 下 和 (152) 的 上 确 


AN 


» 
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入 ,但 设 居 54) 中 的 了 (wD) 入 Lz。 还 要 注意 , 朋 为 0) 庆 拉 里 气 油 夫 
的 ,时 公 站 (55 定义 的 押 数 me) 是 违 向 的 。 

现在 计 明 , 如 果 条 件 (158)" 满 是 ,就 是 说 和 (152) 有 界 ， 邳 林 
五 (z) 可 以 囊 成 公式 《154) 形式 , 其 中 了 Cz;E .Lo。 设 4 慧 [4, 0] 
中 的 时 区 则 ,而 4 是 在 其 某 分 关中 的 部 邦 苍 区 间 。 由 (153) 并 做 
知 伐 尔 花 不 等 式 可 知 : 
BAP < HVAN NY M9 | 

< 2 (161) 


就 是 说 
(147D 4g 人。 


对 于 任意 分 制 取 左边 和 的 上 确 加 , 此 上 确 界 世 满 足 浆 样 不 给 式 ,所 
以 .Fa) 是 转变 画 数 ,而 它 的 公安 分 v(z) 满足 不 等 式 
《do(z))a<sS .49g Mh (169) 
如 果 多 是 ic, 如 中 任意 不 租 复 盖 的 一 些 区 并 , 政 末 由 (161) 可 得 
BIAFD) SFAg [hE) Aa)], 
和 如果 右边 的 和 <<6，, 疾 来 
BAFI SVMs» Mh ba), 
而 斌 然 。 是 任意 的 ,可 知己 (2z) 恢 9(z) 是 息 对 巡 纺 的 | 所 以 
Fo)=| fs)dg(e) +0s - (163) 


剩 下 的 只 是 证明 了 (x) E Za 。 作 有 异 画 数 如 下 ; 如 果 | Flo) sn， 
合 户 (0) 二 F(z), 而 当 f(%w)>>% 时 全 fl2) 一 0 当 f(z) 过 一 0 
fn(®) = —%n, 并 良 


Fw) 下 了 (oag(o)。 (164) 
醒 数 (2) € 了 ,所 以 依 上 硬 所 说 的 ， 


sop PSL = | fag 0) .(168) 


86， 央 条 拉 尔 积 从 的 性 加 7 


时 在 Fe 阿 中 优 9(0) 可 测 的 雍 不 同 集合 上 到 各 分 (163), 郑 厅 
el 第 侣 狗 数 ,而 它 在 [e, mj 上 的 会 变 分 可 以 裴 成 积分 [73]: 

oo) = | fo) ldy(e), (165) 

和 如 果 只 分 [z, 可 成 部 分 区 间 , 嘟 来 对 于 醒 数 163) 也 得 同样 的 休 变 


分 局 可 5 
留 仿 (162) ， 可 知 


sup (167) 


其 中 型 是 有 人 穷 数 。 另 一 方面 , 依 di64) 及 (166), 可知 { 4x5,| 咏 
diw, 而 留 嫩 (105) 及 (167) ， 可知 对 于 任 吉 %: 


| Raag(e <n, 


由 此 可 知 fm) ET。 由 上 而 推理 可 得 下 而 定理 。 

定理 2， 条件 半 58) 与 下 乓 条 条 件 闻 效 : 序 久 : 训 了 (2) 可 以 中 成 (163) 
的 形式 , 渤 由 , 作 %) Ls, 而 如 上 虹 笨 件 \153) 洲 是 ， 有 的 上 
确 界 可 以 表 硫 积分 (157) 的 形式 。 

在 上 阁 所 说 的 一 团 小 神 可 以 不 假 角 yg(%) 及 F(z) 巡视 。 这 
时 车 本 区 间 须 届 盛 生 开 的 , 并 日 分 完成 的 区 疾 也 须 是 从 了 开 的 , 而 
4g=9(8 二 0) -g(a 十 0)。 上 面 一 切 猪 果 仍 有 效 , 只 是 Ko) 不 
定 是 连 粮 的 。 注 次 由 条 件 (153) 及 g(%) 的 过 梳 狂 可 以 将 条 件 (1r9) 
中 的 Re》 下 成 束 粮 的 。 

86， 沿 林 档 尔 积 仙 的 性 质 ” 和 (152) 的 上 确 界 足 黑 林 格 尔 积 
分 ,可 以 与 42) 相 似 地 表示 : 


TF 2 
| 人- (dt6sy 、 
而 关于 这 积分 布下 证 公式 碟 立 : 
UA 


cy 一 Fo)tgG。 {169) 
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- -一 一 ~-- 一 -一 - i 一 一 一 一 一 一 


现在 证 明 这 各 分 就 是 无 腿 地 和 分 诸 区 二 4; 时 和 (152) 的 极限 。 
3， 如 果 刀 如 果 了 (满足 条 件 凡 53;， 而 (2) 满足 相 类 的 条 


件 
AF S Ag dh (170) 
(g(z) 是 速 秆 的 )， 那 本 和 . 
dF AsF : 
2 i 1 (171) 


a ee Go er rt Sd 


PE 


澳 与 前 而 -- 样 , 了 是 和 '152) 的 上 确 界 。 对 于 盾 定 的 e>0, 必 
存在 一 固定 的 牙 割 3o, 它 分 [a, 5] 成 部 分 区 则 ,并 使 全, 二 1 一 。 
钦 3 是 一 个 足够 精密 的 分 着, 使 8 的 每 个 部 分 区 间 诗 多 合 8 的 一 
个 分 点 ,大 人 这 往 而 数 (z) 在 $ 的 每 个 部 分 区 上 并 之 上 的 增 量 不 大 
于 es。 对 于 :> 3. 的 分 着 355,， 

个 sa 了 一。 (172) 
和 如果 儿 是 分 着 6o 的 秀 虚 数 日 , 艺 未 当 由 56 换 成 866 时 8 的 部 分 区 
昌 中 至 多 有 个 分 成 两 个 都 分 区 间 , 而 这 时 和 .S, 中 的 相应 非 负 项 
换 成 和 Ss 中 的 两 个 非 俩 硕 。 依 上 而 关于 je) 的 境 量 所 识 的 以 
及 性 拉 (153), 这 三 项 中 的 每 一 项 不 大 于 s, 所 以 
OS Se <2p8 。 

与 (172) 比 较 , 可 得 So> 了 一 (2 上 1)e, 由 此 , 陡然 。 是 任意 
的 ， 可 知 当 无 限 地 翘 分 应 部 分 区 莽 4 时 和 (4152) 趋 问 于 工 。 为 了 
研究 和 (171) , 留意 卫 (z) Ar(e) 由 《163) 形 状 的 公式 表示 , 其 中 
FA4) + f(s) 各 了 ?而 和 

[A1CB' FEF)? 
> i(F' Et] 证 <， 


以 及 相 类 的 关于 Pa(2) 的 和 ， 本 4; 时 有 极限 。 让 此 | 
可 知 和 | 


806， 明和 林 培 尔 积 对 的 性 寻 -20 


0 SEC - 


[a dg 人 A,g a 
sd CAPD 
2 > 一 到 半生 3 


也 有 概 限 。 如 此 可 得 下 面 的 黑 林 赂 尔 积 分 : 


vi na 2 
FY -im PA, 


| df dts = ni »1 ey A oO 
世 dg ba dig 四 
依 [8 站 中 所 芥 的 ， | 
J AP 人， 
其 中 
-= file) dy(o)。 (174) 
还 可 以 考察 更 一 般 的 和 
人 全 亲 (175) 
到 
Tul 二 jo 1， (176) 


其 中 以 w) 是 在 [4, 们 中 吉米 的 ,积分 民 73) 存 在 , 伸 且 如 是 未 中 
的 任意 值 ， 当 无 攻 地 和 细 耸 请 4 时 这 些 和 也 有 确定 的 控 限 。 只 席 
对 -于 和 (175) 诈 明 就 能 了 。 考 察 和 

人 ‘3 (177) 
其 中 mx 是 速 态 而 数 ve) 在 陪 区 癌 4 上 的 最 小 值 。 与 -上 而 完全 
一 样 ,可 以 证 明 在 添加 新 的 分 点 时 ,这 和 不 减 ， 天 且 当 无 限 地 币 分 
话 4; 时 这 和 有 瞪 ， 共有 确定 的 你 轩 。 wr) 茎 然 基 一致 连 态 的 , 懈 
条 件 (158) , 当 无 限 地 秋分 毕 区 十 4; 时 ，!175) 及 (177) 两 和 之 


, ~ 
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趋向 于 稚 ， 所 以 和 (17 本 也 有 确定 的 级 限 。 类 此 可 得 下 而 的 黑 林 格 
” 尔 积分 : 


J ul le et) 性 本 多 
(178) 


a PF 
| Kk: ke 1 


=]i mo (Er) 机 


上 面 的 理 徐 出 有 全 942) 是 间断 面 数 前 情形 来 考 嵌 。 如 果 0 是 
一 序列 分 着 ,其中 dx 的 长 中 最 大 者 蒋 疝 于 堆 , 而 92) 的 每 个 兵源 


点 是 从 某 一 标号 兄 入 后 一 戎 6 的 分 点 : 敢 末 -上面 的 和 对 于 这 一 序 . 


列 分 荫 有 确定 的 醚 限 [网 18] 。 


当 (wm) ,所 (8) 及 4(w) 是 复 值 画 数 时 ， ,上面 的 双 部 理 葵 显然 


也 仍然 正确 ， 但 下 (z) 及 ri(w) 应 当 计 足下 面条 件 : 
(4dF le 49413 453 二 49g dh, 
着 到 处 须 把 弛 万 换 政 郁 对 乔 的 平 万 , 就 是 瑶 把 (47)3 换 成 
| 4B)?。 
还 杰 注 屿 黑 林 格 尔 积分 的 某 些 简 日 性 。 欣 多 (wz) 满足 条 件 
(153), 二 匡 不 减 的 。 作 范 数 


Fs) = ja (wdB(%), (179) 
其 中 u(x) 尽 速 稻 的 ,兰考 绕 和 
-二 人 (180) 


应 用 中 信 定 再 
4Fr-| be (g)ad (yp) = wu (és) ‘dB, 
洪 中 系 E dr。 和 (180) 疏 换 成 下 面 形式 : 
1 = yO 9， 
而 到 福 岂可 得 
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ea jaroy《G) 

a dy -| 人 dg 
完全 赔 样 ,如 时 与 (179) 园 洪 还 有 

F(R) = | tm) A (w) , 


其 中 iz) 满足 条 件 (153) , 大 不 正 , 而 tv) 是 吉 标 的 , 那 末 可 
得 


bqP.dF -| | ~ dp， "dD 和 
| i CAGE Ce 《IT81 ; 


如 果 更 (5) 及 ulw) 满足 条 件 (153), 而 不 是 单 请 的 , 那 末 使 用 
(vw) 及 (2) 起 成 不 减员 数 之 差 的 典 式 , 仍 可 以 得 出 公式 (181) 
来 。 禄 证 (2) 及 也 (zw) 最 然 所 满足 条 件 (153) 。 


87、 梨 合 函 数 的 扩展 ”建立 测度 芥 风 此 本 途 笃 是 由 一 党 义 于 区 用 .上 的 
非 负 加 法 正常 画 数 G (4 用 发 ,把 它 扩 屡 到 了 傈 Lt 上 去 ， 而 仍 保持 共 加 法 性 。 
在 更 _- 般 的 精 形 中 仍 可 和 采取 这 样 的 涂 簿 。 号 在 某 一 不 一 定 是 阴 的 集合 体 耻 
此 定义 了 ~ 个 非 色 定 爹 加 法 集 合 甘 加 数 jp(6)。 

设 4 是 茶 一 灸 合 , 竺 可 刘 有 旁 多 或 可 数 无 淮 多 个 属于 了 的 集合 i 货 攻 、 
定义 集合 冯 的 外 测度 {4}) 等 子 对 于 和 4 的 一 邹 可 能 由 粗 戌 的 偶 盖 所 作 话 
ps) 的 下 确 界 : 

{4},=inf Fl p(s).。 
留意 如 果 只 取 共 中 集合 i 五 污 公 点 的 复 盖 ， 那 末 不 难 诈 明 仍 会 得 出 恒 样 的 
下 确 界 来 。 2 
如 果 有 4 分 着 成 互 无 公 点 的 部 分 Aplh 一 1，2，…); 那 来 
{4A} < BHAd}e 
于 是 外 测度 并 省 有 加 法 性 。 我 们 介 阁 依 5(5) 可 测 的 集合 的 将 爹 , 就 是 只 ,所 
合并 中 做 可 测 的 ， 是 指 对 于 任 章 预定 的 正 数 。 必 存在 一 个 属于 T 的 集合 4， 
{oA}<s, {4—5}e<e, 
对 于 可 测 集 合 , 合 p(4) = 人}s。。 工 中 一 切 集 合 # 显 纵 是 可 测 的 ,而 对 于 这 
种 集合 ,9(8) 二 {8}。。 可 以 征明 可 泊 集 合 的 族 是 骨 体 ,我们 用 国武 示 它 ; 而 
依 上 面 方 起 扩展 到 了。 上 的 醒 数 p(5) 是 在 To 上 非 负 并 且 完 侍 加 法 的 。 
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外 果 wz) 是 在 原来 体 T 了 .上 上 完 人 加 法 并 肌 [ 硬 变 的 ， 那 末 将 它 依 站 式 和 家 成 
耳 非 负 本 数 之 盖 #(2) 二 91 (8) pal ， 可 以 有 上 面 的 诅 式 分 别 扩 展 甸 (中 万 
pas) 到 其 两 集合 体 Ti 及 了。 上 去 , 既 属 荆 世 蚁 于 7。 的 集合 构成 体 7o 因 
而 98(4) 可 以 扩展 到 To .上 江 , 并 仍 保持 共 完 全 加 法 竹 。 

设 原 环 体 包 含 一 切 区 期 。 体 76 可 能 比 I 范 图 广 ; 上 下 处 7 力 是 由 扩 蚌 
内 定义 于 区 关上 的 844) 而 得 加 的 。 如 末 To 上线 zo 实 广 ;: 那 未 PE) 在 中 
的 集合 上 的 入 与 由 扩展 gC4) 击 得 的 航 科 等, 对 于 To 中 不 器 于 Zr 的 集合 6; 
可 以 证 明 9( 人 志和 |ps 如 果 9(8) 是 非 负 的 话 (B, H. 烙 利 演 科斯 温 勒 术 斯 
积分 ,第 175 页 )。 

88， 抽 得 空间 ”直到 现在 ， 交 构成 集合 西数 及 积分 概念 时 ， 只 限于 考察 
“点 集合 ; 郎 由 类 一 * 业 欧 氏 空间 的 点 组 成 的 集合 ， 涝 壮 个 中 推 音 个 以 这 情形 
为 根据 。 但 所 贷 站 的 理论 很 多 可 以 适用 于 具体 性 质 完 休 不 指明 的 元 租 成 的 
集合 上 去 ,这 些 元 组 成 所 齐 抽 各 空 间 。 现在 指 册 排 广 这 琢 芥 于 拓 丰 空间 的 一 
般 略 麻 。 注 意 抽 代 罕 间 是 让 其 些 性 质 作 为 公理 来 规定 的 。 

如 此 ;我 锡 阁 考虑 由 某 些 元 得 成 的 集合 ,关于 这 些 元 的 本 性 我 唱 歼 不 由 
裔 什么 。 a 所 和 粗 成 的 一 艇 5S 而 做 正则 的 , 是 指 安 剖 史 下 到 两 笨 件 : 
(1 如 呆 和 集 从 下 及 2 全 那 玉 它们 的 交 到 加 ES (2) 印 果 81 及 E55， 
而 天 省 4 的 部 分 , 闭 末 2 必 可 分 割 成 有 究 多 个 菩 于 中 的 集合 ,而 各 座 是 这 
分 市 中 的 一 个 部 分 集合 。 融 在 & 定义 有 一 加 法 的 保 合 画 数 Yy(8)。 分 割 4 
成 部 分 集合 京 全 一 1 2， 9， 其 中 一 区 集合 种 属于 8 。 对 于 一 切 可 能 的 
分 割 所 作 的 和 

加 pe 


的 上 确 界 时 做 4(8) 在 集合 2 小 的 全 变 分 。 奶 果 这 他 变 分 是 有 劣 的 , 屠 未 我 
们 就 8 人 是 在 & -上 站 变 的 。 如 内 pp2) 在 5 的 -- 鲍 集合 上 是 间 变 约 , 那 末 
其 全 变 分 了 (8) 也 是 3 上 的 加 法 曙 软 ;而 作 加 法 图 数 
P18) = [G8) 十 PE)]， oo( 人 一 LZ.E) 一 (8 ]; 

可 得 (8) 表 成 两 个 在 上 上 非 负 加 法 国 数 之 芳 的 典 式 : 

2 有 一 了 人 8) — pale o ’ {182) 
莹 合体 了 的 定义 与 以 前 所 识 交 一 样 。 丹 体 郁 天 正 击 族 ,因为 我 们 知道 如 果 它 
包含 集合 名 及 5 那 末 第 也 包含 8483; 而 如 果 的 二 而 聘 未 而 可 以 分 荐 成 
两 个 集合 : 4 一 9a+ (1 一 #3) ; 而 这 两 集合 部 属 干 这 体 ， 共 中 一 个 是 41。 如 


拘 ， 积 号 的 完 交 8 
有 一 正则 族 太 ;可 上 坟 很 容易 地 作 -包含 点 的 最 直 体  。 为 了 作 这 体 ， 只 须 半 . 
于 广 添 加 .上 中 两 两 元 公 点 的 牛 合 的 一 钱 可 能 和 。 如 果 在 SS 上 上 定义 了 一 个 
吉 法 羡 数 9C6)， 异 末 可 以 把 它 扩 当天 包 侈 旦 的 最 小 体 了 了 之 二 而 仍 保持 并 
却 法 性, 其 衣 法 很 简 罩 。 如 中 了 中 的 四 或 示 成 S 中 一 些 开 无 公 点 的 集会 
之 和 : 


$= 人 Sy (189) 
那 末 在 集合 Bx 上 我 们 知道 gC6%) ,于 是 爸 
(GD = 2 p(y)o (18L) 


不 难 咱 明 (4) 的 估 与 ?下 示 成 形式 (183) 的 方式 兆 关 。 如 此 得 出 一 个 你 了 
上 的 加 法 画 数 p(4) 。 朱 上 的 (的 正常 性 定义 也 与 以 前 一 样 , 而 为 了 一 个 
在 你 上 的 如 法 画 数 是 正 党 的 ;必须 县 只 须 它 是 完 他 加 法 的 ,就是 肌 ) 不 仅 对 于 
有 穷 多 个 ,而 是 对 于 可 数 无 淮 个 项 之 和 也 是 加 法 的 。 如 果 在 体 了 上 有 一 非 负 ， 
的 完 半 加法 图 数 "4)， 那 林 可 以 考察 它 于 依 p(l) 可 测 的 集合 体 To 之 上 ;与 
在 前 节 中 完全 一 样 。 对 于 轿 变 末 数 9(2)， 这 扩展 可 以 借 芍 数 mre) 及 mt) 
的 扩展 而 得 机 ,而 后 两 画 数 是 在 典 式 (182) 中 的 那 丙 个。 

89， 积 分 的 定义 ”下 在 正则 约 集合 族 3 上 定义 了 -个 加 法 的 非 负 画 数 
G4) 与 一 个 有 内 两 数 了 ( 放 ，D 是 集合 5 中 的 元 。 取 8 中 其 一 集合 入, 酸 
是 6 的 一 分 着, 分 56 成 为 属 于 5 的 集合 不 起 一 1 2 ;7)。 设 my 及 Jy 
各 是 fp) 对 于 全 的 妊 卫 处 所 取 哩 盘 的 于 确 界 与 上 确 界 。 作 和 

w= mo); Sa MG, GD 


用 i 下 示 ss 秆 对 于 一 切 分 基 5 的 上 确 界 , 工 走 示 54 的 F 稿 界 。 如 果 i=/， 
那 示 这 数 寻 做 了 (2 依 G(9) 在 如 上 的 积分 。 这 时 或 疾 须 要 标明 基本 的 第 合 
族 9， 喜 是 凡 在 其 上 可 积分 的 请 集合 或 在 分 割 中 所 用 到 的 刍 集 合 所 成 的 党 


合 族 : 


A (185) 
如果 G() 是 在 5 上 图 变 的 , 那 未 应 用 典 式 分 拓 
GD 一 的 2) 一 Gatz) 5 {187) 


可 以 定义 积分 如 下 : 
feas=) rma -| fp Ga9), C88) 
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这 时 裔 在 边 的 两 识 分 部 在 大 。 
可 以 举 出 可 积分 灼 一 个 充分 条 件 。 我 他 只 | 抽 黎 了 (p) 仗 正则 的 集合 蜂 
5 本 测 , 是 作对 于 任 次 这 探 的 汪 个 实数 4 及 满 是 不 等 式 4 < 了 () 二 的 一 
切 元 2 粗 威 的 集合 属于 8 。 说 有 界 的 可 测 效 数 向 是 不 等 式 </(p) 专政 。 
分 割 区 则 [Cm 区] 成 井 分 ， 臣 分 点 是 全: 用 = 轶 基态 二 让 二 名 -二 押 一 和 o 
缀 人 是 祺 中 不 等 或 头 -1<FD) 过 鲈 的 谨 匹 六 产程 成 的 舍 合 。 作 和 
| ye, 
如 果 差 Yr-yy-1 中 役 最 大 者 趋向 于 只 , 那 末 这 和 有 闹 定 的 极 展 ,等 于 积分 
(186) ,而 这 积分 依 所 狠 的 条 忻 是 存在 的 。 巡 证 明 与 宇 币 内 榜 - 斯 提 节 太 斯 积 
分 情形 中 所 用 的 完 至 相似 。 自 当 7fp) 不 可 测 时 ,积分 (136) 也 可 能 存在 。 与 
以 前 完 人 一 样 , 可 以 下 明 积分 的 平常 性 贰 。 例 如 ; 
I， 如果 向 二 前 二 红 寺 … 十 加 i 而 区 彼此 无 公 苑 ; 那 末 
fwean= 为 | 70DG0a)， (189) 
而 出 右边 蒜 积 分 的 存在 可 知 左边 积分 的 存在, 反之 也 是 对 的 。 
II. 如 果 了 (9) 一 sd 六 (9) +asfytp} vs + am fn Pp) 3 那 末 
jpcao = Beal fpeln, 90) 


而 由 右边 积分 的 存在 可 知 左边 积分 也 存在 。 
III. 如 果 G 他 ) 一 a (6) 十 anGatg) 十 … 于 onGn(g 那 末 


fi /wen= Dal, 7DeGoo， (8D 


PE 而 好 果 硬是 正 的 ; Ge) 是 非 
和 扫 的 , 那 末 邀 命题 世 是 正确 的 。 
IY. 如 果 在 加 上 |f(p) | 专 民 , 那 末 


fr we an |<M ey, C192) 


其 中 下 (80) 是 好 人) 在 机 上 的 全 变 分 ， 而 和 如果 在 (6) 是 非 负 的 ,出 = 
一 他 (go)。 
YY. 如 果 加 (pp)-~>FUp) 是 在 呈 上 一 玻 的 , 形 来 


j repetep = lin |, Deco， (198) 
而 由 了 Cp) 的 积分 存在 可 知 上 耐 柜 限 及 左边 积分 存在 。 
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如 果 如 (的 是 正常 非 介 加法 醒 数 , 卷 末 积分 
i = { /mG ae) 


是 - -正常 次 数 。 事 实 上 ) 叶 四 26oy 69， … 是 8 中 提 侣 的 不 滤 序 列 , 井 用 涪 有 
图 于 它们 爹 体 的 公共 点 。G (8) 朗 然 是 正常 的 ;可 知 GClw) 一 0; 而 (9) 的 正 
当 性 可 由 不 等 式 (G82) 得 央 : 
| 2GCE)。 

如 果 驴 是 集合 你; 履 末 个 外 9] 中 的 苹 定 理 , 可 以 断定 积分 ie) 是 完全 加 法 的 
闹 数 。 还 可 以 定义 光 界 殴 数 的 各! 分 与 处 理 轴 员 阁 -斯 提 莫 杰 斯 积分 时 一 闪 。 
与 以 前 一 样 ; 饭 要 成 痕 分 46 破 可 数 无 汾 多 部 分 的 分 割 。 对 于 定义 于 湖 的 集 
合体 上 的 先 杂 加 法 丽 数 wg 人 6) ,可 坟 与 以 将 完 驴 一样 地 证 明 一 般 公 式 (14, 分 
和解 oke) 成 特异 部 分 及 入 对 玉 盾 部 分 ,面具 中 《6) 是 定义 二 这 体 上 的 完 闪 加 
法 非 负 历数 ， : 

$0， 积分 概念 的 推广 ” 西 到 汶 里 , 下 积分 所 依据 的 芍 歼 409) 假 语 做 加 
法 非 俩 的 瘟 数 ,或 是 其 法 的 面 杰 丙 数 。 这 - - 改 役 对 于 积分 的 定义 是 沙 订 的 。 
在 本 节 中 将 举 肌 基 他 积分 的 定义 ) 这 些 定义 与 一 述 的 候 珊 并 无 联系 。 这 积分 
党 义 也 适用 于 黑 朴 悄 尔 积分 型 的 积分 ,其 积分 号 下 万 是 个 非 间 大 的 集 侣 画 
数 。 还 变 注 意 与 积分 疫 念 相 联 系 的 `…- 种 请 还 。 如 pr 是 54 市 的 某 元 , 黎 城 - 
斯 提 勒 杰 基 和 - 

SB /Cneen 

中 的 项 是 集合 84 的 多 储 玖 数 , 基 多 值 往 户 是 由 于 可 以 任 冤 闻 选 摊 px。 因 此， 
如 把 积分 号 下 的 蔚 个 式 合 得 成 一 个 集合 隔 数 (8) ; 败 自 然 地 要 考察 乡 位 的 
集 介 效 玖 ， 在 下 而 的 碘 计 半 将 于 一 切 集 合 痢 黑 于 某 一 正则 峰 5， 并 使 用 分 成 
有 穷 多 部 分 集合 的 分 割 ,而 集合 匡 煞 假 丽 做 中 到 有 究 多 个 值 的 。 旭 - - 般 的 观 
虚 也 是 可 能 的 。 为 了 朋 硼 起 部 在 研讨 中 将 作 上 二 壕 的 限制 。 

提醒 -下 适应 于 所 淮 宪 的 情形 的 证 常 定义 。 集 合 包 的 分 曾 名 由 人 微 运 集 
合 的 分 割 的 后 粹 ,是 指 凡 5! 的 部 分 集合 必 售 于 3 的 -个 部 分 梨 合 中 我 们 
写作 51>5。 锥 中 用 色 是 辐 的 两 个 分 制 ; 务 分 剂 轴 成 为 吕 分 集合 全 2 一 
1 2 1)》 及 有 做 一 太 2 9 fy。 分 成 酸 分 集合 6108 约 的 分 制 由 艇 
分 割 5 改名 的 积 。 计 积 康 是 并 的 ;也 是 的 后 绊 。 汉 要 证 人 次; 凡 避 于 族 必 六 
食 于 3 中 其 集合 本 中 的 一 本 烛台 也 竹 成 一 正则 族 。 表 8av 起 闲 这 ” 涯 ， 
裔 在 误 8 上 定义 了 一 个 画 数 了 42) ， 一 般 卉 求 这 责 数 是 多 估 的 , 非 加 法 的 ,并 
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使 3 中 的 集合 4 各 与 -确定 的 实数 集合 相对 雇 一 一 就 是 与 多 俯 国 数 (4) 的 
诸 们 相对 应 。 识 5 是 华 合 名 的 某 一 分 制 ， 分 它 ee =], 2 …') 
9) ; #4 都 局 于 S。 命 


$= FO) (194) 
FP(E) 钱 然 是 多 值 的 ,对 六 一 定 的 分 制 3 这 和 可 以 取 不 鸦 一 个 入, 就 是 襄 这 、 
和 也 是 岁 值 的 。 
定义 “我们 没 了 人 对 于 族 5 在 负 上 可 积分 ; 是 指 在 在 一 个 共有 下列 
性 丑 的 数 让 对 手相 对 于 任 访 预定 的 丘 数 sy， 5) 录入 和 伍 主 依 合 各 和 个 分 富生， ,全 对 于 
多 什 和 (9 的 任 帝 值 ; 只 要 5 是 的 后 稳 , 下 绚 不 入 式 都 成 立 : 


as- 一直 se (>6)。 . 人 9 下 ) 
我 们 和 须 出 这 样 的 数 只 能 有 一 个 [8 多]。 数 i 害 义 做 积分 的 什 , 并 性 写成 
4 cs)|。 Ftdt 或 i=|, ay。 (196) 


由 上 面 狂 骨 的 定义 可 得 焉 常 的 积分 福 导 ; . 
1. 和 如果 玉 (8) 焉 而 上 可 积分 ; 那 来 它 在 态 于 驴 天 有 旦 含 于 B60 中 的 任 人 交集 
合 # 上 也 可 积分 。 
如 果 eo 分 着 成 有 淄 多 集合 后 全 =， 2，… tm) ， 那 未 
网 (dt) = > 网 Flas) (197) 
面 由 右边 寿 积 分 的 存在 可 知 左边 的 也 存 花 , 并 之 也 正确 。 
3， 如 果 卫 ( 相 二 0 了) 十 oo12(8) 十 十 tmFm(8), 奢 来 


ren = Sa | Fs), : {198) 


而 由 右 动 诸 积 分 的 在 在 可 知 左 动 积分 也 存在 。 
4， 如 果 对 于 £56 中 的 一 钱 抹 合 ; F141(9) 记 Fa(e)， 严 末 


[man>), rar, + - (109) 
共 中 两 积 分 都 假设 是 存在 浆 。 
5. 如 果 玉 (人 D 十 蚊 值 的 其 法务 数 , 那 来 
a F(a) =F(e,)o (200) 


BE (5) 在 60 上 的 积分 存在 , 闭 末 集合 酷 数 
oO 一 记 要 mas) (201) 
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是 蛮族 S86 -小包 包 的 加 法 羡 数 。 现在 比较 此 处 的 积分 定义 及 在 [89] 中 所 作 
的 定义 ;其 中 程 分 下 的 力 是 次 G 09); 而 AD) 是 苞 的 蛙 值 王 数 ，G( 的 是 
廊 _ 上 的 非 各 法 银 值 的 集合 国 数 。 用 了 (8) 天 示 当 pDE5 时 了 GD) 所 到 的 黄 一 
但， 测 引 1 和 下 多 簿 的 非 加 法 集 合 贾 数 PE) = 了 (0)G(8)。 如 果 井 必 必 各 焉 
了 (Pp) 在 4. 上 所 下 请 值 的 下 锁 措 及 上 确 界 ， 那 来 对 于 画 数 .FeiG(G 的 值 ， 下 
面 不 等 式 成 立 : 
m0 GF) EI EI GE) SHUGE), 

而 适当 地 渤 摊 多 储 两 娄 了 (3) 的 信 司 纹 使 职 了 (51G(9) 的 信任 党 地 搂 近 mG (@ 
及 弄 G()。 融 本 做 二 1 2;…; 9) 是 如 的 某 -- 分 划 。 考 察 潮 和 


= me; 60= MG; 
《202) 
08 一 fGen, 

江 积 分 (186) 存在。 将 诉 明 它 也 是 依 新 定义 的 积分 。 出 确 界 的 定义 可知 对 
于 也 定 的 正教 必 右 二 分 割 久 及 生存 在 ,使 3>1 一 6154<I+e。 对 于 分 
出 -<8oy 雇用 居于 共 任 总 后 恭 ;必然 58>] 一 sy 54<I4s。 但 sas 艺 
二 So 因此 具 要 3> 和 ;一 oa| <s 就 及 站 ;就 是 流 积 分 (186) 就 是 依 新 定义 的 

积分 ,并 昌 HB3 成  ， 
[i ra = | 7)etdo)。 (203) 


留 次 如 适当 地 延 择 / (5. 值 可 以 下 与 56 及 Se 任意 地 接近, 我们 又 可 以 区 
过 炉 断 乱 如 吓 (203) 有 过 的 积分 存在 ,就 是 党 如 果 蔷 新 定义 的 积分 存在 , 那 术 
(203) 左边 的 条 分 也 必 存 在 , 而 且 这 两 积分 品 然 机 等。 如 果 加 法 画 数 99) 是 
国 谈 画 数 ,于 来 成 用 民 式 分 解 及 定义 (1S8)， 很 容易 起 明 在 这 情形 上 两 积分 妙 
同时 存在 ;而 如 果 存 在 , 那 末 二 者 的 稍 必 相等 。 特 别 , 我 全 知道 如 果 有 异 郴 教 
fp) 是 使 族 36 可 治 的 ;积分 定 作 在。 注意 积分 依 新 定义 存在 的 儿 个 情形 。 
所 请 定义 于 族 久 玻 族 Se 上 的 隐 数 六 (8) 是 从 上 华 加 法 的 ; 下 指 它 是 坚信 
的 ,并 日 对 于 5 分 谍 集 合 如 人 一 1 2) …) 翅 的 任意 分 割 ,下 渐 不 难 式 沙嘴: 

Fs) < Ks )o (204) 
间 样 从 下 候 力 各 数 山下 面 的 不 等 式 定义 : 

re Ft), (208) 


对 于 竺 加 法 函数 考察 机 (184) 。 如 时 了 > 2 那 米 在 从 .上 企 加 法 的 情形 下 , 依 
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《204) :st 2 。 证 i 是 对 于 一 切 可 能 分 嘎 ss 所 取 襄 入 的 上 确 界 。 如 果 i 是 
有 委 数 ， 那 闲 对 于 并 一 -分割 和; 0 所 i 一 $38. 志 6， 而 对 后 > 如 催 详 有 01 一 
一 0 所 6 就 是 府 在 这 消 形 积分 存在 ,并 等 于 i。 如 果 i= +o*, 屠 末 可 以 让 
为 积分 人 秆 等 寺 ( 十 一 ), 但 须 与 195) 同时 再 引进 下 面 的 现 定 : 太 (8) 的 积分 让 
为 等 于 to0), 如 景 对 于 任意 的 正 数 上, 必 存 在 一 分 割 3， 使 当 3> 中 时 
Bs> Lo {206) 
同样 ， 从 下 咎 加 法 的 画 数 玉 (4) 的 职 分 第 等 于 和 (C19 的 下 硝 界 , 而 这 下 确 界 
可 能 等 于 (~ c)。 如 此 , 任 一 企 如 法 的 函数 是 可 积分 的 。 现 在 举 一 沾 加 潜 栈 
数 的 例 。 证 pe) 是 一 踢 估 训 法 画 黎 ,就 是 褒 
p= ol), 

由 此 可 知 | 
9 [< ret, 
就 是 总 曾 数 |p(4) | 是 内 上 中 加 法 的 而 积分 

| aa 


存在 ,这 正 是 (3) 在 如 小 的 全 变 分 。 蔽 76) 及 9 是 两 个 闪 什 的 加 法 本 

， 数 ,而 p69) >0) 非凡 当 p(5) 一 0 时 (8) =0 。 我 们 知道 [SD ， 醒 数 了 (5) = 

==f2(8) ;0(3) 是 从 上 生 加 法 的 ,所 以 积分 | 
F(adg) 


pp g ~ 


Fs TULAs) 

存在 ; 并 且 有 有 有 劣 或 无 汰 的 和 值 。 我 们 举 几 一 个 闫 于 积分 存在 的 定理 而 不 加 
盾 明 : 丰 果 画 煞 PE 人 一 1 2 ~…y 1) 在 60 上 在 有 游 积分 ,而 范 数 pfeayzoy 
3 Zr) 对 于 与 这 些 句 数 相 应 的 变数 值 是 速 秆 的 , 那 栗 了 8) =p[81(2)， 
，2(9) 3) 在 bo .]: 有 有 穷 的 积分 。 本 节 中 所 询 的 积分 定义 是 由 院 
十 和 开 . 廊 勒 莫 部 次 类 所 给 的 。 在 他 的 车 作 “ 关 于 积分 仇 仿 的 三 宽 ? 
(Untersuchungen tiber den Tutegralbegrjff’?, Nath, Ann. 1 103 ; L930) 
中 他 本 究 了 上 近 的 积分 的 理论 ,本 和 节 及 下 节 中 的 内 容 帮 是 站 让 这 核 著 作 的 。 

， 寻 ， 微分 同 德 性 ”现在 介 帮 一 个 与 上 面 所 下 的 积分 定义 相 联 系 的 新 概 
念 。 设 村 正 出 族 8eo 上 定义 了 两 个 西数 (9) 及 Ta 人 2， 这 两 租 数 -- 般 贡 求 
是 非常 值 的 非 加 法 的 。 它们 四 做 在 2 1 全 分 同体 的 :是 后 浊 于 芷 意 山 定 的 
正 数 6 必 有 在 一 个 分 制 %; 使 对 于 水 数 也 2) 一 | 本 (的 一 Ta 人) | 所作 的 和 


地 
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《194) 洱 足 不 党 式 
对 于 风 b> By Ss (207) 
就 是 悦 , 对 于 多 值 柚 数 (8) 及 Fa) 人 的 汪 巧 便当 5>5; 计 
bp (FG) Fa) | 8 (20F) 


而 积分 多 定 义 可 知 | 天 (9) 及 fa 四 做 分 站 简 许 与 下 面 名 命题 辐 效 地 
[ED 一 Fa | 在 加 上 的 1 上 上 的 fa 分 全 \ 分 等 于 裤 : 


fo tr) ts (Ae)) =0, (209) 


由 上 西 完 必 可 条 :如果 三 例 三 fa 四 大 厨 上 微分 则 能 , 那 术 它们 在 后 的 ， 
性 总 闻 分 下 也 必 是 绕 分 园 币 三。 现在 让 时 几 个 定 惠 ;电解 靶 澡 禁 前 节 中 所 前 
积分 害 义 移 意 义 。 

定理 1， 为 了 (9) 及 Fat9) 洗澡 上 上 微分 辐 咎 : 必 有 级 吴县 现 姑 其 肚 蕉 本 (6) 一 
二 Re 在 后 的 任 窟 部 分 集合 上 的 人 


J rie) -天 co3=-9。 (210) 


设 记 (8) 及 Fa 在 各 上 微分 回 值 ) 扣 坟 在 集合 名 人 约 任 总 部 分 5 二 伺 必 扣 
此 。 这 集合 必 渍 是 短 件 人 08)， 而 留 全 和 人 尼 对 逢 大竹 对 俏 之 各 可 得 : 

| Lhe) 一 CE 36 (5>>3e) o 

与 定义 (106) 毕 概 ， 训 得 避 101 。 条 付 a 分 则 的 站 浊 比 忱 娠 杂 。 襄 条 
御 (210) 满 中 有 贷 划 证明 (208) 成 立 。 把 (210) 应 用 到 加 .二 去 :可 知 计 订 任 送 
巴 完 级 正 数 s 必 闻 在 --- 分 则 高; 使 当 5>5, 时， 


[| 访 Lie) ~ Folds) ] < (21]) 
现 不 证 明 下 而 不 等 式 成 这 : 
当 3> 5 时 ， 之 立 1 | SE) 一 下 2 | 8) (212) 


而 出 由 可知 条 件 C210) 克 光 分 购 。 我 撞 用 妇 亚 法 让 盟 (212) 。 设 对 于 其 一 5> 
>6.s 


| [80) — Bale) |> aa (213) 


这 时 , 适当 地 尘 择 各 集合 的 标号 ， 可 以 从 雍 琵 个 员 ， 92; py er 中 选 出 集合 
Fy py “yy Smint sm) 来, 使 ， 过 
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| -75(6w]|> 圭 ， (214) 
留意 (211) 可 知 w<w。 更 在 使 用 条 件 (210) 于 其 余 路 集合 4 上 去 (= 
= 名 二] 呐 十 2;…， 9)。 依 这 条 任 可 以 找 时 短 个 集合 品 的 一 个 分 关 来 (4= 
一 谢 十 二 rw 十 2 81 分 克成 能 合 4 有 0 二 1 2 …， pk); 使 

| Crep) -B00)] | <0 ye 
| 现在 取 集 合 6 的 分 着 加 ， 分 它 成 集合 61 Eb 3 do 及 一 切 集合 4 (= 
二 吉 十 1 … ;58 一 1，… px) 。 交 分 制 力 是 满足 (31) 及 (213) 的 分 着 的 后 
铁 。 对 于 加, 条件 (211) 也 必 满 是 。 对 于 它 作出 现在 这 条 件 中 的 和 ,并 使 用 不 
等 式 (21 多 及 (215), 可 得 : 


[ED -TCD]+ ,入 痢 CmG8) -本 Go 中 


(215) 


.>| 总 ew -meo]|- 


[eg ~ ale9)]|> 


到 = 路 让 了 


>| 久 cmceo -mo]|- 


(3) 一 F a (62)]|> 


#4= 


5 . € £ 
> 一 -nm 
pi 4 (一 | my 4° 


如 此 ,对 于 % 的 后 烩 分 割 5， 笨 件 (211) 不 能 满足 ， 因而 不 等 式 (212) 及 定 玲 
得 证 。 
定理 8 如 果 痪 数 下 (2) 在 下 二 可 积分 : 涛 杰 7 那 太 不 证 下 分 


#8) = . Trace) (ESSo) (216) 


基 在 上 ,32 .五 第 驴 如 法 导 如 法 习 与 (9) -99 微分 同 第 的 蜂 ~- 图 数 。 
事实 4 开 () 是 加 法 的 ， 耐候 四 0 的 性 丑 古 : 


,五 (A8) =H(S) (FE SE)e (217) 
与 (16) 厂 按 ; 可 得 _ 

| an =|, Fee),. | (218) 

， |， [HA 一 BCdE)]-=0 (ESeo)， 《3181) 


册 此 可 知 王 (@) 与 六 (@) 微分 园 值 。 猎 下 的 力 是 证 天 唯 性。 如果 五 人 @@ 是 
在 S50 上 单 值 如 法 画 数 ;与 户 (8) 微 分 同 值 , 痢 未 依 (200)，(217) 成 立 , 而 由 


… 锦 分 同 秆 性 3201 


i ED 


所 纹 吾 tf) 及 太 { 四 ) 徽 分 友信 可知 (2183) 成 富 ; 所 记 开 ( 克 诺 由 公式 (2 了 1) 

”定义 ;就 是 谣 政 (四 是 暴 一 的 。 如 下 站 ( 四 可 能 是 非 帝 惫 的 ; 非 加 法 的; 但 它 的 
不 定 积 分 是 章 值 的 ， 加 法 的 ;并 与 请 (8) 微分 同 僻 。 仿 条 了 上 (并 从 站 接 可 得 F 
列 的 附注 。“ 

注 1， 燥 果 和 门人 全 及 Fo(9) 村 于 找 分 同 信 , 而 式 中 的 一 个 在 轴 土 订 
积分 ;所 以 俯 名 前 手 意 部 分 迎 可 积分 : 那 末 荔 - -个 也 是 可 本 分 的 而 它 人 的 二 二 
的 积分 相等 。 

治 2.， 姑 民 再 {6) 及 了 ma 人 B) 是 在 ， 和 上 微分 同 值 的 ， 那 末 1 | 笠 ! 
上 af9) ] 也 是 征 分 闻 逢 的 。 这 命 是 让 接 可 以 由 定 立 (209 得 几 因 为 捍 然 

| 了 (CE 一 [Fa 二 1) 一 fa(ek)[。 

注 3， 必 有 (6 在 机 上 上 疝 积 分 :又 设 卫 (8) 出 公式 (2410 定 文 。 夯 数 
如 人 8》 和 卫 {) 是 微分 而 利 的 , 而 | 并 (| 有 | 安倍 | 二 吓 微 分 司 和 角 的 。 小 
面食 灰 洛 到 ) 侍 加 法 隐 狐 [TC 让 可 以 分 的 。 足 它 的 积分 有 有 汶 。 示 时 丁 鞍 
1 人 的 ] 也 可 积分 ;而 


| lzceol= 人 17 as) 1。 
二 两 的 积分 很 户 狼 地 时 做 (4) 在 8 -上 的 翁 变 分 。 


活 和 4 如果 本 (的 及 下:( 加 在 5 上 微分 同 入 , 而 了 (P) 基 育 界 的 元 况 黎 ， 


- 涯 林 职 了 (9) 23(9) 及 了 (4) FEa(31 微分 同 值 。 这 命题 市 微分 局 估 的 定义 这 以 
四 与 以 前 一 样 [9 打 ， 了 (9) 溢 示 了 09) 对 于 任意 PE# 的 值 。 
名 六 (6) 在 加 上 可 名 分 ,而 不 定 积分 


HD) =|, Poe)， 
(这 乃 是 85。 上 的 一 个 寓 值 加 法 责 才 ) 是 和 上 的 加 变 画 数 。 数 /p) 是 有 界 


图 数 ,并 日 依 族 S356 可 测 、 两 数 开 (8) 及 了 是 微分 同 炉 的 ;从 于 
了 (9)I(E) 及 了 (9)FC8) 也 是 微分 同 入 的 。 代 我 们 知道 积 


| 二 Tus) HH las) ag 
存在 ,因此 积分 : 
| 


生存 在 ,并 日 与 前 一 积分 有 各 同 的 数秒 。 在 特 球 情 形 , 恕 果 S 是 对 于 非 负 可 
法 正常 酷 数 G(E) 的 点 集合 体 了 .， 侧 
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Poy sae); Fe) ame ; 


其 中 wD) 及 网 (五 ) 局 十 Lay 未 末 不 党 积分 


v= | =| oP) 


显然 是 加 奕 辫 数 ， 因 此 对 于 任 写 一 个 依 G(6) 哥 测 的 有 界 画 数 .AP)， 积 分 


F(A8) P(E) 
小 0 一 aan 


存在 ; 丽 关 于 这 积分 我 们 在 以 前 已 曾 谈 过 了 [3 本 。 


